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1 Uvod

Tyto vyukové texty jsou uréeny studentiim 1. ro¢niku bakalafského studia oboru Geovédni a montanni turismus.
Tykaji se &asti Statistika pfedmétu Statistika a Informatika. Cilem této ¢asti pfedmétu je popsat zakladni postupy pfi
statistickém vyhodnoceni dat pochazejicich z oblasti ostatnich studovanych pfedmétd a moznosti interpretace
vysledk( takovych vyhodnoceni. Vyukové texty jsou pak studijnim materialem, ktery svym obsahem pIné napln
pfedmétu pokryva.

Struktura vyukovych textd i naplné jednotlivych odstavcd jsou ovlivnény dvéma skutecnostmi. Jednak se statisticka
vyhodnoceni evidentné opiraji o matematické nastroje nékolika malo matematickych disciplin. Dale je vSak nutno
zohlednit fakt, ze na obor nastupuji studenti nejen matematiku nemilujici, ale ktefi ji ¢asto v pfedchozim
stfedosSkolském studiu neabsolvovali v potfebném rozsahu a kvalité. Proto jsou v Uvodu vyukovych textll shrnuty
alespon zaklady téch partii matematiky, které jsou pouzity v naslednych statistickych metodach (kapitola Vychozi
matematické pojmy). Studenti, ktefi napf. absolvovali maturitu z matematiky na gymnaziich, mohou tuto kapitolu
preskocit.

Z predchoziho odstavce v8ak vyplyva, Ze Uvodni kapitola musi nutné vybirat z exakiné definované oblasti
matematiky takové pojmy a v takovych kontextech, které studenti budou schopni vstfebat. Autofi vyukovych textl
zde byli postaveni pfed nelehkou volbu: zda upfednostnit jednoduchost a nazornost (na Ukor exaktnosti
a preciznosti) nebo striktni ekvivalenci se sou¢asnym stavem matematickych véd (na Ukor pochopeni podstaty
a zejména potrebného rozsahu). Priklonili se spiSe k prvni moznosti, ovSem v zadném pfipadé nejsou pouzita
zavadéjici zjednoduSeni. K mnoha pojmum (v souvislosti se sméfovanim k pouziti ve statistice) Ize dojit nékolika
cestami; v tom pfipadé autofi zvolili tu, kterou pokladaji za nejsnaze pochopitelnou, aniz by utrpéla obecnost.
Napf. pojem Prirozené ¢islo by matematik zaved| nejcastéji pomoci algebraickych struktur, monoidd nebo alespori
Peanovych axiomU. To se pro zamysleny ucel u¢ebnich textd zdalo autordm zbyteéné, zvlasté u pfirozenych Cisel
se spoléhaji na intuitivni chapani. Obdobna situace nastala u jednoho ze zakladnich pojmud, mnoZzina.

Ucebni texty obsahuji fadu nazornych pfikladl véetné interpretace vysledkl. Priklady jsou feSeny podle své
povahy bud "ru¢né" (napf. kalkulackou), tabulkovym procesorem (napf. programem Excel), nebo specializovanym
statistickym software (napf. programem Statgraphics). K poslednimu jmenovanému: tento program ve verzi
Statgraphic Plus 5.0 je uvadén proto, Ze VSB - TU Ostrava zakoupila jeho multilicenci, zaméstnanci ho maji volné
ke stazeni a je nainstalovany na mnoha univerzitnich u¢ebnach. Tyka se to rovnéz vSech pocitacl katedralni
ucebny J-409, ktera je studentim bézné pfistupna.

2 Vychozi matematické pojmy

V této kapitole je podan souhrn matematickych pojmu a znaceni, ktery bude pouzit
ve vykladu jednotlivych statistickych metod. Vétsina by méla byt znama z predchoziho
stredoSkolského studia. Protoze se vSak obecné muze pouzivana symbolika
a terminologie v detailech liSit, doporucuji autofri kapitolu minimalné zbézné
prehlédnout.

2.1 Vyroky

Pfi sdélovani skutenosti pouzivame v bézném Zivoté oznamovaci véty jednoduché a souvéti podle gramatiky
daného jazyka (Cestina, angli¢tina ...). Takové sdéleni je tedy tvrzenim o néjaké skutecnosti, ktera vSak mize byt
pouze domnéla, nemusi mit obecnou platnost. Pravé zkoumani platnosti tvrzeni a okolnosti, za kterych se povazuji
za platna, je zakladnim nastrojem védnich obor(.



Ddlezita poznamka: V mnoha publikacich vénovanych vyrokiim je mozZno se setkat s terminem "pravdivé tvrzeni".
V téchto vyukovych textech se tento termin zasadné nepouZiva (s vyjimkou jediného historického mista -
"pravdivostni tabulka"). Jednak jde o termin navysost filozoficky; béZny obcan viastné ani nedovede Fict, co to pravda
vibec je. Podstatnéjsi vsak je (a pri teoretickych Gvodech do mnoha partii zviasté matematiky je to zietelné), Ze pri
prvnim poslechu nékterych tvrzeni student hned vyhrkne: "to neni pravda" popr. "to nemuze byt pravda". Prikladem
muzZe byt tvrzeni: dvéma riaznymi body muZe prochazet vice riznych primek. Pravé z toho ddvodu je v téchto textech
pouzito obratu: "tvrzeni se povazuje za platné" - coZ je néco zcela jiného, neZ Ze to je pravda. VZdyt povaZuje-li
se shora uvedené tvrzeni o bodech a pfimkach za platné, vybuduje se zcela jina geometrie nez kdyZ se povazuje
za neplatné (neeukleidovské vs. eukleidovské geometrie).

Pfikladem tvrzeni, které |ze v matematice dovodit za platné, je tato oznamovaci véta:

Druha mocnina souctu dvou hodnot je rovna souctu druhych mocnin obou hodnot zvétSeného
o dvojnasobek soucinu obou hodnot.

Obdobny pfiklad z fyziky: Zjisté€ni drahy pfi pfimocarém rovnomé&rné zrychleném pohybu Ize vyjadfit napf. touto
oznamovaci vétou:

Draha, kterou urazi téleso pfi rovnomeérné zrychleném pohybu za jisty €as, je rovna poloviné soucinu
hodnoty zrychleni a druhé mocniny doby pohybu.

Je ziejmé, Ze takové vyjadreni sice mozné je. Jednak je ale vazano na konkrétni humanni jazyk a tataz skutecnost
mulze byt vyjadfena nékolika rizné stavénymi vétami. Za druhé, samo o sobé neni pfili§ pfehledné. To - spolu
s rozvojem védnich obord - vedlo k nutnosti formalizovat zapisy vyjadfujici skuteCnosti (nejen zavéry,
ale i pfedpoklady) daného védniho oboru. Pomoci takové formalizace Ize shora uvedeny pfiklad z matematiky
zapsat

(A+B)*=A*+2.AB+B?
a shora uvedeny pfiklad z fyziky zapsat
s=%.a.t

Tyto uCebni texty se tykaji nékterych obori matematiky, proto evidentné musi pouzivat symboliku umoznujici
formalizované popsat v téchto oborech pouzivané pojmy (definice) a vztahy mezi nimi (véty). Zakladnim néstrojem
je oblast matematické logiky - hrani¢ni discipliny mezi matematikou a logikou, zkoumajici aplikaci formalni logiky
v matematice. Zde budou podany jen nejnutnéjsi partie zvlasté vyrokové logiky, které jsou potfebné pro zavedeni
pouzivané symboliky. Jak bylo zdudraznéno v Uvodu, nepuljde o uceleny vyklad teorie, ale o Ucelové vybranou
skupinu definic a vét (vétSinou bez dukazl).

2.1.1 Jednoduchy a slozeny vyrok

Vyrokové logika: obor, ktery se zabyva studiem vyrokd z hlediska jejich platnosti. Je zakladem formalniho
odvozovaciho systému.

Jednoduchy vyrok, podle nékterych autor( také Atomicky vyrok: takové - z logického hlediska nedélitelné,
neobsahujici logické spojky ani "pod-vyroky" - tvrzeni, které lze ohodnotit z hlediska pfijaté platnosti (viz dale).
Obvykle je vyjadfeno jednoduchou oznamovaci vétou nebo ekvivalentni posloupnosti definovanych symbolu.

Priklad: Vidim bily kulaty Mésic. Z hlediska uvazovaného kontextu nejde o jednoduchy vyrok. V podstaté

je tim totiz fe€eno: Vidim bily Mésic a soucasné vidim kulaty Mésic.
Abeceda jazyka vyrokové logiky: Necht S oznacuje jeden nebo vice jednoduchych vyroku. Abecedou As jsou
jednak vSechny vyroky S, a déale logické spojky: symboly = (symbol negace) a — (symbol implikace).
Vyrok V v abecedé Ag je:

1. Kazdy jednoduchy vyrok z S

2. Zapis 7V (pfijima se pro n&j oznaceni Logicka operace negace)

3. Zapis V — V (pfijima se pro n&j oznaeni Logicka operace implikace)
4. (V)



Z definice vyroku je zfejmé, ze kazdy vyrok je slozen z kone€ného nenulového poétu jednoduchych vyroku.
Reéeno jinak, kazdy vyrok je bud jednoduchym vyrokem, nebo ho tvofi kone¢na posloupnost jednoduchych
vyroku, oddélenych logickymi spojkami a (nebo) kulatymi zavorkami.

Priklad: Jsou-li A, B a C jednoduché vyroky, je vyrokem napf. “ A — (B — = C).
Atomy vyroku V: Ty jednoduché vyroky, které vyrok V tvofi ve smyslu pfedchoziho odstavce.

Slozeny vyrok: Vyrok, ktery neni jednoduchym vyrokem.

2.1.2 Ohodnoceni platnosti, platnost vyroku

Ohodnoceni platnosti v abecedé As: Méjme dva libovolné, ale riizné symboly. Pro Gc€ely dalsiho vykladu
pouzijme napf. symboly | a O. Necht je kazdému (jednoduchému) vyroku z S pfifazen pravé jeden z téchto
symbol. Ohodnoceni platnosti je pak pravidlo p, které kazdému vyroku V v abecedé A pfifadi pravé jeden
ze symboll | a O nasledovné:

1. p(=V)=0,je-lip(V)=I
p(=V) =1, je-li p(V)=0
p(V — W) =1, je=li p(V)=0 a p(W)=0
p(V — W) =1, je=li p(V)=0 a p(W)=I
p(V — W) =0, je=li p(V)=l a p(W)=0
p(V — W) =1, je=li p(V)=Il a p(W)=I
p((V)) = p(V)

Platnost vyroku: Jestlize pro vyrok V je p(V) = |, oznacuje se vyrok V za platny. Jestlize pro vyrok V je p(V) = O,
oznacuje se vyrok V za neplatny.

Nooakwn

Pravdivostni tabulka: Tabulkové vyjadfeni ohodnoceni platnosti slozeného vyroku V. Levymi sloupci takové
tabulky jsou ohodnoceni platnosti atomd vyroku V, v pravém sloupci (pravych sloupcich) ohodnoceni platnosti
vyroku V. Jednoduchym pfikladem muaze byt pravdivostni tabulka vyrazu, ktery je logickou operaci implikace
(viz vySe):

X->Y

—|—-|o|o|x
—lo|-|o|<

N
|
|
O
|

Konjunkce, disjunkce, ekvivalence: Vyrok V nazyvame

= konjunkci vyroki X a Y, je-li V tvaru 7(X — 1Y), a znaime V=X AY
= disjunkci vyrokt X a Y, je-li V tvaru "X — Y, aznaime V=XVY
= ekvivalenci vyrokti X a Y, je-li V tvaru (X = Y) A (Y — X), a znaime V=X=Y

Pravdivostni tabulka zavedenych pojmU je nasleduijici:

XAY XvyY XEY

—|—-|olo|x
—-lo|-|o|<

—|O|O|O>

\'
©)
|
|
|

|
O
@)

[

Pfedchozi tabulka (ve spojeni s oznaCovanim platny - neplatny) dokresluje zavedené verbalni vyjadieni konjunkce,
disjunkce, ekvivalence a implikace:

= A se Cte "a soucasné": vyrok X A'Y je platny jen tehdy, jsou-li sou¢asné platné vyroky Xi'Y.

= v se Cte "nebo": vyrok X v Y je platny, je-li platny vyrok X nebo je platny vyrok Y nebo jsou platné oba.

= = se Cte "pravé tehdy": vyrok X = Y je platny, jsou-li oba vyroky sou¢asné platné nebo sou€asné neplatné (oba vyroky
jsou si ekvivalentni).

= 5 se Cte "jestlize ... pak": vyrok X — Y se tedy Cte "jestlize plati vyrok X, pak také plati vyrok Y". Uz z toho je zfejmé,
Ze urcité neplati situace, kdy pfi platnosti X je Y neplatny. Ve vSech ostatnich pfipadech implikace plati.

-6 -



Tautologie: Slozeny vyrok, jehoz platnost je vzdy | bez ohledu na platnosti jeho atom.

Dulezitym pfikladem tautologie mize byt vyraz V: (X — Y) = (7Y — =X). Jeho pravdivostni tabulka je:

X|IY|[X|Y A=X->Y B=2Y->"X A=B
O|O | | | | |
o]l [ O | | [
I {O] O | @) O |
1|1 (@) O | | [

Dllezitost této tautologie spoc€iva v mozném ekvivalentnim vyjadfeni vyroku X — Y (jestlize plati X, pak také plati
Y) vyrokem "jestlize neplati Y, pak také neplati X".

Priklad 1: Vyrok "Jestlize je Cislo délitelné Sesti, pak je také délitelné tremi" je ekvivalentni vyroku "jestlize
Cislo neni délitelné tfemi, pak neni délitelné Sesti".

Priklad 2: Necht' V je vyrok "Nebude-li prSet, nezmoknem", coz je jen jinak zapsany vyrok "Jestlize nebude
prSet, pak nezmokneme". Oznacéime-Ili A vyrok "Nebude prSet" (jeho negace je vyrok "Bude prset") a B vyrok
"Nezmokneme" (jeho negace je vyrok "Zmokneme"), pak podle pfedchoziho je vyrok V ekvivalentni vyroku

"Jestlize zmokneme, pak bude prSet" - cozZ je celkem logické: jak jinak bychom zmokli, kdyz ne v desti @

2.1.3 Kvantifikatory

Az doposud vypovidaly vyroky o vlastnostech nékolika konkrétnich objektl (bez ohledu na to, zda Slo o vyroky
platné nebo neplatné). Exaktni védy jsou vS§ak budovany na vyrocich, které pfisuzuji pfitomnost nebo nepfitomnost
néjaké vlastnosti ne jednomu nebo nékolika malo objektim, ale celé tfidé velmi mnoha az nekoneéné mnoha
objektd. Je zfejmé, ze shora uvedenymi prostfedky pak nelze redlné sestavit vyrok, vyjadfujici pfitomnost
nebo nepfitomnost vlastnosti pro kazdy jednotlivy objekt.

Mira pfitomnosti néjaké vlastnosti studovanych objektt popsané vyrokem V je pak principielné dvoji:
a. VSechny studované objekty maji danou vlastnost (pro vSechny studované objekty plati vyrok V)

b. Alespon jeden studovany objekt ma danou vlastnost (existuje alespon jeden ze studovanych objektll, pro ktery plati
vyrok V).

Poznamka: je tfeba si uvédomit, Ze samotna tvrzeni a a b jsou vyroky, které mohou byt platné nebo neplatné. Aby mohly
byt pouzity pro dal§i budovani daného védniho oboru, je tfeba jejich platnost nebo neplatnost dokazat. Dikaz jako
demonstrace platnosti vyrazu za uréitych predpokladi je zaloZen vyhradné na pouZiti dfive dokézanych platnych
vyrazi nebo takovych vyrazl, které se za platna povazuji z divodu nezpochybriovanych, Zivotem mnohokrat
ovérenych a obecné prijatych pravidel (tzv. axiomu). Otazky soustav axiom( a zptsob( diukaz( vsak presahuji rozsah
a zaméreni této publikace.

Vseobecny kvantifikator: symbol V' pouZity pFi konstrukci vyroku ad a. ve vy&tu shora.

Existenéni kvantifikator: symbol 3 pouZity pfi konstrukci vyroku ad b. ve vy&tu shora.

Pfrestoze kvantifikované vyroky Ize vyjadfit béznym hovorovym jazykem, pro Ucely téchto uCebnich textld bude
podano pouze pouziti obecné v matematice. V obou typech kvantifikovanych vyroku je pfedevsim tfeba vymezit,
kterych objektl se vyrok V tyka (tedy jednoznaéné uréit, co znamena shora pouzity vagni pojem "studovany
objekt"). Soucasné se veétSinou zvoli néjaké symbolické oznaceni pro jeden kazdy z téchto objektd. Nasleduje
samotny vyrok, ve kterém Ize zvoleného symbolického ozna&eni pouzit.

PFiklad pouZiti vSeobecného kvantifikatoru: Je zfejmé, Ze je-li celé Cislo délitené Sesti, je také délitelné tfemi.
To Ize formulovat i jinak: pro v8echna cela Cisla (oznaéme jedno kazdé napf. X) plati: je-li X délitelné Sesti, pak
je také délitelné tfemi. Pomoci vSeobecného kvantifikatoru se stejné tvrzeni zapiSe napf¥. takto:

Y X, X je celé &islo: (X je dé&litelné 6) — (X je délitelné 3)

Analogicky se pouzije existenéni kvantifikator.



2.2 Zaklady teorie mnozin

Cilem kapitoly je precizovat zakladni pojmy teorie mnozin, v pfedchozim studiu ¢asto pomérné volné zavedené.
Proto v této kapitole jako jediné je ukazana geneze ¢asti védniho oboru posloupnosti definice - véta - dukaz.

2.2.1 MnozZina

Definice (Cantorova pseudodefinice mnoziny): Mnozinou rozumime souhrn libovolnych, ale pfesné urgitelnych
a rozliSitelnych objektl realného svéta nebo nasSeho nazirani nebo mysleni, shrnutych v jeden logicky celek.
Tyto objekty nazyvame prvky mnoziny.

Je ziejmé, Ze pro kazdou mnoZinu existuje pravidlo, podle kterého Ize rozhodnout, zda libovolny objekt realného
nebo imaginarniho svéta patfi nebo nepatfi dané mnoziné (urcujici pravidlo mnoziny). Toto pravidlo miva mnoho
podob: vyrok, matematickou formuli, vyCet prvk( apod.

Oznaceni: Mnoziny se vétSinou oznacuji velkymi latinskymi pismeny, prvky mnozin malymi latinskymi pismeny.
Skute€nost, Ze né&jaky objekt a je prvkem mnoziny P, zapisujeme

aeP,popi.P3a

a Cteme: a je elementem (prvkem) P, popf. P obsahuje a. Skutecnost, Ze néjaky objekt a neni prvkem mnoziny P,
zapisujeme

agP

Definice: MnoZina se nazyva konec¢na, ma-li kone€né mnoho prvkl. Kazda mnozina, ktera neni konecna, je
nekonecéna. Pfitom kone¢na mnozina s nulovym poctem prvkl se nazyva prazdnd mnozina a oznacuje se @, {0}
nebo jen {}.

Oznaceni: Pfipad definovani (kone¢né) mnoziny vyctem prvki se symbolicky zapisuje
P={ay ay, ..., an}

PFipad definovani mnoziny pomoci vlastnosti V se symbolicky zapisuje
P={a,aeD:V(a)}

kde D uréuje zdroj prvku; ¢te se: mnozina P je mnozina vSech takovych a z D, pro které vlastnost V(a) je spinéna.

2.2.2 Poznamka k zavedeni pojmu Mnozina

Zpusob zavedeni pojmu Mnozina, ktery je uvedeny vySe, je jen jeden z moznych, a je zfejmé jeden z historicky
prvnich. Autorem je George Cantor, jehoz teorie byva oznaCovana jako naivni nebo intuitivni teorie mnozin.
V téchto textech je pouzita proto, ze pojmy takto zavedené jsou pro ucely vyuGovaného pfedmétu (a nejen jeho,
ale i pro vétSinu ostatnich matematickych disciplin) zcela postacujici, pro naprostou vétSinu studentli nazorné
a nerozptyluji je pfi studiu metod statistického zpracovani dat. Na druhé strané tvofi seriézni zaklad pro pfipadné
rozSifujici studium této oblasti.

Je zde na misté uvést dlivody, pro¢ napf. mechanicka aplikace takto zavedenych pojm0 muze byt zavadéjici.

Celkem brzy se totiz ukazalo, Ze shora uvedena Cantorova pseudodefinice je z hlediska pfesnosti nedostate¢na,
Ze je tfeba daleko pfesnéji urcit co vlastné mnozina je a co neni. Vyniklo to zejména v pfipadech nekonenych
mnoZin a mnoZin podmnoZin a mnozin.

Prikladem muze byt mnozina definovana pomoci vlastnosti: MnoZina V je mnoZina vSech mnozin, které neobsahuji
sama sebe. To je ovSem nesmysiné: kdyZ se sama neobsahuje tak se ma sama obsahovat!

Poznamka: ProtoZe ve véde, kterou je matematika, se nemuZe predchozi situace oznacit za "péknou blbost", pouZiva se
termin paradox. Pravé uvedeny priklad je jen do hovorové feci pfepsany tzv. Russelliv paradox: Méjme mnozZinu A
v8ech mnozin B takovych, ze B ¢ B. Pro takto definovanou mnozinu A nemiZe nastat ani pfipad A €A ani A ZA.
Kdyby totiz bylo A £ A, pak podle definice A do A patfi, ovSem kdyby bylo A € A, pak A do A nem(iZe patfit.
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Pravé pfi shora popsaném zpusobu zavedeni mnozin je paradoxu vice. Velmi znamym je paradox holice:

Ve kterém meésté existuje jediny holi¢, ktery holi vSechny ty muze, ktefi se neholi sami? Uvazme, Ze pokud
se holi sdm, tak se neholi sam, ale pokud se neholi sam, tak se holi sam.

Nejasna mista, kterych je v intuitivni teorii mnozin vice, je tfeba upresnit, "dodefinovat". Jak je to napf. s pfipadnym
nasobnym vyskytem prvku: jsou mnoziny {1, 2, 3}a {1, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 3} stejné nebo rtzné? Jsou mnoziny {1, 2,
3} a {3, 2, 1} stejné nebo rGzné? Pravé tyto otazky byly feSeny jako jedny z prvnich, a to upfesnénim pojmu
rovnosti dvou mnozin:

A=B=VxxeA=x€eB
Mimochodem paradox |ze najit uz ve vyrokoveé logice popsané shora. M&me vyrok V = (Tento vyrok je nepravdivy).

Jestlize totiz je vyrok V pravdivy, pak je nepravdivy, ovSem je-li vyrok V nepravdivy, tak je pravdivy.

2.2.3 Podmnozina, siednoceni, prunik, rozdil

Definice, oznaéeni: Jsou-li P a Q dv& mnozZiny a je-li kazdy prvek mnoZiny P sou€asné& prvkem mnoziny Q,
fikame, Ze mnozina P je podmnozZinou mnoZiny Q a zapisujeme

PcQ

Je-li sou¢asné QCcP, pak fikame, Zze mnoziny P a Q jsou totozné a zapisujeme
P=Q

Oznaceni: Je-li P € Q, ale neni-li sou¢asné P = Q, pak zapisujeme
PcQ

Prazdna mnozina je podmnozinou kazdé mnoziny. Pro libovolnou mnozinu P tedy plati: {@} < P.

Definice: Sjednoceni P U Q dvou libovolnych mnozin P, Q je mnozina definovand takto:
PuQ={xxxePvxeQ}

Definice: Prinik P N Q dvou libovolnych mnozin P, Q je mnoZina definovana takto:
PNQ={xxxePAxeQ}

Definice: Rozdil P — Q dvou libovolnych mnozin P, Q je mnozina definovana takto:
P-Q={xxxePAx¢Q}

Definice: Dvé mnoziny jsou disjunktni, je-li jejich prinik prazdny (tedy neobsahuji zadny spoleény prvek).

Definice: Necht S je mnozina mnozin, tj. S = { A1, A, ... , A, }, kde kazdé A; je mnozinou. Takovou mnozinu
nazyvame systémem mnozin A;. Sjednocenim US systému S nazyvame mnozinu A; U A, U ...U A,. Pranikem NS
systému S nazyvame mnozinu A; N A, N ... N A,.

Definice: Systém S je disjunktnim systémem, plati-li pro libovolné dvé mnozZiny A, A; z S, Ze jejich prinik
je prazdny: Aj N A; = {@} - tedy Ze Za&dné dvé nemaji spolecny prvek.

Vzajemné vztahy mezi mnozinami nazorné graficky vyjadfuji Vennovy diagramy (poprvé je kolem roku 1880 pouzil
John Venn):

,r’ﬂ_ﬁ_““'n\_\ P — \

A
<

o,

‘A

B\)
v

Podmnozina: B c A

Sjednoceni: AU B
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Rozdil: A-B Disjunktni A a B Disjunktni systém mnozin

2.2.4 Kartézsky soucin

Definice: Kartézsky soucin mnozin A, B (znaceni: A x B) je mnozina vSech uspofadanych dvojic takovych, ze prvni
prvek dvojice je prvkem A a druhy prvek dvojice prvkem B:

AxB={[ablaeAAbeB}

Obdobné kartézsky soucin mnozin A, B, C (znaceni: A x B x C) je mnozina vSech usporadanych trojic:
AxBxC={[abcaeAAbeBAceC}

atd. Je-li jedna z mnozin prazdna, je i kartézsky soucin prazdna mnozina.

Oznaéeni: Souéin A x A oznadujeme také A>, M x M x M x M x M oznaéujeme také M° atd.

Jsou-li mnoziny A a B kone¢né s pocty prvkl na a ng, je i jejich kartézsky soucin A x B kone€na mnozina; pocet
jejich prvku (=pocet uspofadanych dvojic) je roven na x ng - dvojice obsahuji kombinace “kazdy z A s kazdym z B".
Pro grafické zobrazeni kartézského soucinu se pro mnoziny s malym poctem prvkd mize pouzit tabulka; napf. pro
{Cervend, zelena, Zluta} x {jablko, hruska}:

jablko hruska
cervena | cervené jablko Cervena hrudka
zelena zelené jablko zelen4 hruska
Zluta Zluté jablko Zluta hruska

| v nékterych pfipadech nekonecnych mnozin lze s vyhodou kartézsky soucin znazornit graficky. Je-li napf.
A=<2,6> a B=<1,4> (uzaviené intervaly realnych Cisel), pak znazornéni A x B muze byt napf. nasleduijici:

5_
4

)
31 4

v AxB

]
2 m
1 A= <26>

1 2 3 4 5 6 7

2.2.5 Relace

Definice: Binarni relace R z mnoziny A do mnoziny B je libovolnd podmnozina kartézského soucinu A x B:

RS AxB
Poznamka: Kartézsky soucin dvou mnozin jsou tedy vSechny kombinace typu [a, b], kdeZto relace jen néktereé.
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Oznacéeni: Je-li [a,b] € R, piSeme: aRb a ¢teme: prvku a je v relaci R pfifazen prvek b, nebo: prvek a je v relaci R
s prvkem b. Je-li naopak [a,b] ¢ R, piSeme aRb a ¢teme: prvek a neni v relaci R s prvkem b.

Oznaceni: Je-liR € A x A, pak R nazyvame relaci v mnoziné A.

Priklad: V mnozingé A = {3, 5, 7, 9} je dana relace R ={ [3,5], [3,7], [3,9], [5,7], [5,9], [7,9] }. Je tedy
napf. 3R7, 7R9, ale 9R3.

Jsou-li mnoziny A a B konec¢né, Ize pro znazornéni relaci pouzit nékolika zplsobu. NejCastéji pouzivané jsou dva:
maticovy a tabulkovy. Maticovym zapisem relace R z pfedchoziho pfikladu je nasledujici matice 4x4 (nad matici
resp. pred matici byly pro prehlednost pfidany nadpisy sloupcl resp. fadkd); v ni hodnota 0 znaci, ze prvky v relaci
nejsou, hodnota 1 znaéi, Ze prvky v relaci jsou:

(al) R (b—) 3 5 7 9
3 0 1 1 1
5 0 0 1 1
7 0 0 0 1
9 0 0 0 0

Tabulkovym zapisem relace R z pfedchoziho pfikladu je nasledujici tabulka:

aeA beB
3 5
3 7
3 9
5 7
5 9
7 9

Definice: n-arni relace je libovolna podmnozina R kartézského soucinu A; x A, x ...x A,.

Maticové zobrazeni n-arnich relaci pro vétsi n je velmi nepraktické a neprehledné. Proto se relace s kone€nym
(Gasto i znacnym) poctem prvk( zobrazuji vyhradné jako n-sloupcové tabulky - pokud se samozfejmé nedaji
vyjadfit jinak, napf. symboly vyrokového poctu apod.

2.2.6 Vlastnosti binarnich relaci

Tento odstavec se tykd pouze relaci tvaru R € A x A, {j. relaci v mnoziné A. Tyto relace mohou mit nékteré
vlastnosti (napf. Ze pro zadny prvek a € A neobsahuji dvojici [a, a]). V néasledujici tabulce jsou definovany nékteré
zakladni typy relaci podle svych vilastnosti:

Relace R je ... ... pravé kdyz plati:

reflexivni V x € A: xRx

symetricka V x,y € A: xRy — yRx

tranzitivni V X,y,Z € A:XRy A yRz — xRz
areflexivni V x,y € A: xRy — x#y

antisymetricka V X,y € A: xRy A yRx — x=y
ekvivalence R je reflexivni, symetrickd, tranzitivni
(neostré) usporadani R je reflexivni, antisymetricka, tranzitivni
ostré usporadani R je areflexivni, tranzitivni

Priklad: Necht je dana relace R v {3, 5, 7, 9} - viz pfiklad shora. Tato relace je areflexivni (pro vSechna [x,y]
€ Rje x # y) a tranzitivni (3R5 A 5R7 — 3R7; 3R7 A 7TR9 — 3R9; 5R7 A 7R9 — 5R9). Relace je tedy ostré
usporadani; tato relace se ¢asto misto obecného R znadi "<". Je tedy 3<5, 3<7, 3<9, 5<7, 5<9, 7<9.
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2.2.7 Zobrazeni

Definice: F je zobrazeni z A do B, prave kdyz je F (binarni) relace z A x B a sou¢asné plati:

VaeA beB,ceB:aFbAaFc— b=c

jinak fe¢eno: jednomu a z A "odpovida" v zobrazeni F nanejvys jedno b z B.

Priklad: Relace < z pfedchoziho pfikladu neni zobrazeni z A do A, protoZe je jednak 3<5 a jednak napf. 3<7.
Prvek 3 neni v relaci s nejvys jednim prvkem.

Oznaceni: Shora definované zobrazeni se také znaci F: A = B. SkuteCnost, Ze xFy, se také zapisuje y=F(x).
Definice: Je-li F zobrazeni, aFb, pak se prvek a nazyva vzor prvku b a prvek b obrazem prvku a.

Definice: Mnozina v8ech vzor( zobrazeni F se nazyva definicni obor A(F) zobrazeni F. MnozZina v§ech obrazl
zobrazeni F se nazyvé obor hodnot @(F) zobrazeni F:

A(F)={a:aeAAndbeB:[ableF}
®(F)={b:beBAadacA:[ableF}

Definice: Je-li A(F) = A, pak se F nazyva zobrazeni (celé) A. Je-li @(F) = B, pak se F nazyva zobrazeni na B.
Existuji tedy celkem ¢&tyfi zobrazeni, terminologicky zachycené takto:

F: A=B AF)c A A(F)=A
P(F)cB zobrazeniz Ado B zobrazeni A do B
P(F)=B zobrazeniz Ana B zobrazeni AnaB

Definice: Méjme F: A = B. Zobrazeni F se nazyva prosté, plati-li:

VaeA beA ceB:aFcAbFc— a=b
jinak Fe€eno: dva rlizné vzory z A nemohou mit v prostém zobrazeni F stejny obraz v B.

Priklad: Na mnoziné | pfirozenych ¢isel (1= {1, 2, 3, ...}) je dana relace (oznaéme ji napf. symbolem
trojlistku %) takto: x & y = y=x+1. Tato relace je tedy mnoZinou dvojic typu [x, x+1], kde x € |. Je-li x&y

(tedy y=x+1) a souCasné x#&z (tedy z=x+1), je evidentné y=z. Relace % je tedy zobrazeni. Defini€¢nim oborem
je cela mnozina I: kazdému vzoru xel odpovida - dokonce praveé jeden - obraz y=x+1€l. Oborem hodnot
vSak neni celA mnozina | (prvek 1€l neni obrazem Zadného vzoru x€l; mélo by byt 0%1, ale 0¢l). Zobrazeni
% je tedy zobrazeni (celé) | do | (nikoliv na I).

2.2.8 Operace

Definice: Necht My, M5, ... , M,,, V jsou libovolné mnoziny. F je n-arni operace z M; x M, x ... x M, do V, je-li F
(n+1)-arni relace, F € My x M, x ... x M, x V, a plati-li

VaeM,VzueV:[ay,ay..,a,z€FAayay, ..., a, u]l €F — z=u

Definice: n-tice a=[a;, a,, ... , a,] Se nazyva operandy operace F, prvek zeV se nazyva hodnota operace F
na operandech a. Velmi ¢asto se zapisuje z=F (a) nebo z = F (ay, a,, ... , ay).

Poznamka: Zobrazeni definované v pfedchozim odstavci je unarni operaci ve smyslu definice n-arni operace.
Obecné n-arni operace ma n operand(l. Specielné nularni operace nema Zadny operand; je pak z=F(), a protoze
Z€V, je nularni operace mnozina s nejvys jednim prvkem. Nularni operace slouzi k vybéru tohoto prvku.

Priklad: Zobrazeni # z pfikladu pfedchoziho odstavce je tedy unarni operaci z | do |. Je-li y=# X, je y=x+1.
Je proto #3=4, #28=29, #(x+5)=x+6 pro x€l atd.
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2.2.9 Rozklad na tridy

Definice: Necht je dana neprazdna mnozina P a neprazdny systém T = { A;, A,, ..., A, }, kde pro kazdé ije A € P
(T je tedy systémem podmnozin mnoziny P). Tento systém T nazyvame rozkladem mnoziny P na tfidy, jestlize T
je disjunktnim systémem a UT = P. Kazda A € T se nazyva tfida v T.

T je tedy rozkladem P na tfidy, jestlize prinik libovolnych dvou tfid je prazdny (zadné dvé nemaji spole¢ny prvek)
a jejich sjednocenim je cela P (tedy cela plvodni rozkladana mnozina).

Jak bylo shora uvedeno, kazdé mnoziné pfislusi ur€ujici pravidlo, podle kterého byla mnozina vytvofena. Rozklad
na tfidy T je systémem podmnozin, je tedy sam mnozinou, existuje tedy i pro néj urcujici pravidlo. Velmi ¢asto miva
toto urcujici pravidlo matematickou podobu.

Priklad: Barvy {Cervena, modra, zelena, zluta, jina} rozkladaji mnozinu vSech jednobarevnych aut na tfidy.
Tento rozklad B je tvofen péti tfidami (podmnozina €ervenych aut, podmnozina modrych aut, podmnozina
zelenych aut, podmnozina Zlutych aut, podmnoZina aut jakékoliv jiné barvy). Sjednoceni vSech téchto tfid
je celd mnozina vSech jednobarevnych aut, a kazdé dvé tfidy jsou disjunktni (protoze jde o jednobarevna
auta, neni zadné auto napr. Cervené a zelené soucasné).

Véta: Kazdy rozklad mnoziny P na tfidy definuje na P relaci ekvivalence. Kazda ekvivalence na P definuje rozklad
P na tfidy.

Dukaz:

A. M&jme rozklad T mnoziny P na tfidy. Definujme relaci = na P takto: axb = J i: A€ETAa €A AD
€ A (a=b, pravé kdyz “patfi do stejné tfidy”). Relace = je ekvivalence na P: je reflexivni (kazdé aeP
patfi pravé do jedné tfidy a je tedy a=a), symetricka (je-li a=b, pak a i b patfi do stejné tfidy, je tedy
soucCasné i b=a) a tranzitivni (je-li a=b - a i b patfi do stejné tfidy - a souasné b=c - b i c patfi
do stejné tfidy - pak tedy evidentné a i ¢ patfi do téze tfidy a je tedy a=c). Relace = je tedy
ekvivalence.

B. Necht naopak je na P definovana relace ekvivalence «.

Definujme systém T podmnozin AP takto: je-li aeP, beP, a«<b, pak existuje i tak, ze acAcP,
beAcP (kazda A; je mnozina vSech prvku z P, které jsou spolu ekvivalentni).

Tento systém je predevS§im disjunktni. Méjme totiz dvé rlzné podmnoziny A; a A
a predpokladejme, Ze nejsou disjunkini (existuje tedy alespon jeden prvek zeP takovy, ze zeA A
zeA)). Protoze A; a Ay jsou podle predpokladu razné, existuje v A; jeden prvek a€eA; takovy,
Ze agA; dale existuje v A, jeden prvek beA, takovy, Zze bgA,.

ProtoZe a€A; a souCasné z€A;, je a«—z. Protoze beA, a soutasné zeA,, je b—z. ProtoZze < je
ekvivalence a je tedy symetricka, je i z—b; protoze dale je < tranzitivni a je a<>z a z<b, je tedy
a—b. To je vSak podle definice ve sporu s pfedpokladem, Ze podmnoziny A; a Ay jsou riizné -
podmnoziny jsou tedy disjunktni.

Tvrzeni, ze UT=P, je zfejmé. Kdyby neplatilo, existoval by prvek aeP takovy, ze by nebyl prvkem
zadné tfidy A;. Protoze vSak < je ekvivalence a tedy je reflexivni, plati pro kazdy prvek (tedy i pro
ono a) z P, Ze a—a. Musi tedy existovat A, tak, Ze acAy (byt by Ay méla byt jednoprvkova
mnozina). To je ovSem ve sporu s tim, Ze prvek a v Zadné A, neni.

Coz bylo dokazat.

2.3 Zaklady poétu pravdépodobnosti

2.3.1 Nahodny pokus, nahodny jev

Pokus je v teorii pravdépodobnosti chapan jako jakakoliv ¢innost uskute¢néna za pfesné definovanych podminek,
ktera muze byt pfi téchto podminkach libovolné opakovana.
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Jako elementéarni jev se oznacuje kazdy vysledek pokusu, pficemz Ize konstatovat, zda nastal nebo nenastal.

Upozornéni: Korektné by se mnél definovat elementarni jev daného pokusu P za systému podminek C. To se tyk&
i v8ech dale zavadénych pojmui. Pri rozboru, vyhodnoceni a praci s elementarnimi jevy je vSak vétsinou z kontextu
zfejmé, Ze se tykaji stejného pokusu za stejnych podminek, proto se v oznaceni pojmu c¢ast "daného pokusu P
za podminek C" vynechava.

Deterministicky pokus je takovy pokus, ktery ma vzdy jediny (stejny) vysledek. Ten je tedy pfesné urcen
podminkami, za kterych se pokus provadi.

Nahodny pokus je takovy pokus, ktery ma vice moznych vysledk(i zavisejicich na nahodé. Protoze pfi opakovani
pokusu vzdy za stejnych podminek jsou ziskany rtzné vysledky, nelze z danych podminek konkrétni vysledek
predem urcit. U nahodného pokusu je ovSem znama mnozina vysledkd, které po provedeni pokusu mohou nastat.

Priklad: Snad nejjednodussim a klasickym pfikladem na nahodny pokus je hazeni kostkou.
Elementarni ndhodny jev je kazdy mozny vysledek nahodného pokusu.
Priklad: Elementarnim nahodnym jevem je: padla 6-ka.

Zakladni prostor elementarnich jeva (a pokud je z kontextu zfejmé, zkracené jen Zakladni prostor) ndhodného
pokusu je mnozina vSech elementarnich nahodnych jevi nahodného pokusu. Znaci se obvykle Q.

Priklad: Je zfejmé, ze zakladnim prostorem elementarnich jevl pfi hazeni kostkou je mnozina Q={padla
1-ka, padla 2-ka, padla 3-ka, padla 4-ka, padla 5-ka, padla 6-ka}.

Nahodny jev A je jakakoliv podmnozina zakladniho prostoru Q: A c Q. Elementarni jev je tedy jeden z moznych
vysledkl, nahodny jev je jeden nebo vice rdznych moznych vysledku.

Priklad: Nahodnym jevem pfi hazeni kostkou je napt. {padla 1-ka, padla 3-ka, padla 5-ka} c Q. V ob&anské
mluvé by se feklo: padlo liché Cislo.

Jisty jev A je cely zakladni prostor Q. V tomto kontextu se oznacuje vétSinou I.
Nemozny jev A je prazdna podmnozina zakladniho prostoru Q. Oznacuje se vétSinou 0.
Opacény jev "Ak jevu A: "A=Q - A.

Soucet (sjednoceni) jeva A a B: takovy jev C, ktery nastane tehdy, kdyz nastane jev A nebo jev B. Znaci se C = A
+ B nebo C=AUB.

Soucdin (prunik) jevi A a B: takovy jev C, ktery nastane tehdy, kdyZ nastane jev A a soucasné jev B. Znaci se C =
A.BneboC=ANB.

Neslucitelné (disjunktni) jevy A a B: AN B = @ - tedy nenastanou soucasné.

Priklad: Mé&jme pfi hazeni kostkou (zakladni prostor Q={padla 1-ka, padla 2-ka, padla 3-ka, padla 4-ka,
padla 5-ka, padla 6-ka}) dva jevy: S={padla 2-ka, padla 4-ka, padla 6-ka}, L={padla 1-ka, padla 3-ka, padla
5-ka}. Tyto jevy jsou neslucitelné (jejich prunik je nemozny jev), jejich sjednoceni je jisty jev. Je to zfejmé,
pokud si uvédomime, Ze S je "padlo sudé Cislo" a L je "padlo liché &islo". Je nemozné, aby padlo sudé

a liché soucasng, a je jisté, ze vzdy padne sudé €islo nebo liché Cislo.

Systém neslucitelnych (disjunktnich) jevi: mnoZina jevi {A} po dvou disjunktnich - A, N A; = @ pro v8echny k #
j-

Uplny systém neslugéitelnych (disjunktnich) jevii: Systém {A} n disjunktnich jevd, pro ktery plati A; U A, U ... U
A, =Q.

2.3.2 Pravdépodobnost nahodného jevu

Koname-li ndhodny pokus a posuzujeme-li jeho jednotlivé mozné vysledky z néjakého - byt subjektivniho - Uhlu
pravé mirou oCekavani konkrétnich vysledkd. Je-li tato mira oCekavani velmi mala, pak tfeba nékteré navazujici
¢innosti zcela vynechame. Je tedy tfeba presné definovat, co se rozumi pod pojmem "mira o¢ekavani" a jak tuto
miru kvantifikovat.

-14 -



K ohodnoceni néjakého vysledku se i v béZné feli pouZije obrat typu "vysledek je malo pravdépodobny". A tento
pojem - pravdépodobnost - je zakladem jednoho oboru matematiky, poétu pravdépodobnosti. V ném se
pravdépodobnost jako mira o¢ekavani hodnoti realnym Cislem z intervalu <0, 1>. Jev s pravdépodobnosti 0 nikdy
nenastane, jev s pravdépodobnosti 1 nastane vzdy (viz shora jev nemozny, jev jisty).

Existuje fada definic pravdépodobnosti (Laplaceova klasicka, statisticka, geometricka, Kolmogorovova
axiomaticka). Pro ucely téchto u¢ebnich textd uvedme nejprve statistickou definici pravdépodobnosti:

Necht je nahodny pokus proveden M-krat. Necht se n&jaky jev J vyskytl N-krat. Cislo
RA)=N/M

se nazyva relativni Cetnost jevu J. Necht se pocet provedeni pokusu M zvétSuje nade vSechny
meze. Blizi-li se pfi tomto zvétSovani relativni ¢etnost R néjakému ¢islu P, pak se toto Cislo nazyva
pravdépodobnost jevu J.

Uvedme jesté klasickou definici:

Méjme zakladni prostor M elementarnich jevd Q = {A}. MémejevJ = A; U A, U ... U A, N <M.
Pravdépodobnosti jevu J se pak nazyva Cislo

PUA)=N/M

V praxi se Casto elementarni jevy, jichz je J souétem, nazyvaji priznivé elementarni jevy. Uvedena
rovnice definujici pravdépodobnost jevu pak pfechazi na znamé slovni vyjadfeni: pocet pFiznivych
ku poctu vSech.

Z teorie (ktera vSak prekracuje pojeti téchto ucebnich textl) plyne, Zze za jistych pfedpokladt jsou hodnoty
pravdépodobnosti podle statistické i klasické definice shodné.

Priklad: PFi hazeni kostkou je pravdépodobnost, Ze padne 3 (= pfiznivy vysledek) rovna podle klasické
definice 1/6. Protoze pfi "spravedlivé" kostce jsou vSechna Cisla rovnocenna, pak pfi zvétSujicim se poctu
hodu padne kazdé Cislo viceméné stejné krat. Protoze Cisel je Sest, pak se podle statistické definice
pravdépodobnost blizi rovnéz 1/6.

Z definice pravdépodobnosti Ize dovodit (a zavést) nasledujici; viz také oznaceni a definice shora:

Pravdépodobnost P(J) € <0, 1>

Velmi ¢asto se pravdépodobnost vyjadfuje v procentech: Py(J) = 100 * P(j) = 100 * N / M.

Ma-li jev J pravdépodobnost P(J)=0 (tedy 0%), nazyva se nemozny.

Ma-li jev J pravdépodobnost P(J)=1 (tedy 100%), nazyva se jisty.

Ma-li jev J pravdépodobnost P(J) (tj. Ze nastane), ma pravdépodobnost 1-P(J) Ze nenastane.

Sance je podil pravdépodobnosti, Ze jev nastane, ku pravdépodobnosti, Ze nenastane. Nejéastéji se $ance vyjadfuje
a: b, napf. 1: 3. Jev se Sanci a : b ma pravdépodobnost a/(a+b).

~ooooTp

2.3.3 Nahodna veli€ina

Elementarni nahodny jev, tak jak byl shora zaveden, je kazdy mozny vysledek nahodného pokusu. Zakladni
prostor je mnozina vSech elementarnich jeva.

Pro hodnoceni vysledk(l pokusu lze aplikovat numerické postupy, pokud jsou elementarni nihodné jevy
kvantitativniho charakteru (jsou vyjadieny Cislem). Mnohé vysledky vSak Ciselny charakter nemaji (napf. u€astnik
zdjezdu zvolil Kypr, pfi hodu minci padl rub apod.). Je proto Zadouci transformovat i takové vysledky na c&isla.

Nahodna veli¢ina X je kazdé zobrazeni X zakladniho prostoru Q elementarnich jevl urcitého pokusu do mnoziny
R realnych Cisel: X : Q = R. Je-li tedy weQ elementarni nahodny jev, pak x = X(w) € R.

Poznamka: Jsou-li elementarni ndhodné jevy kvantitativniho charakteru (t.j. vysledkem nahodného pokusu je - nejobecnéji
realné - ¢islo w), je pfirozené minimainé funkce X(w)=w nahodnou veli¢inou pfifazenou provadénému pokusu. V praxi
se proto setkavame s pfipady, kdy se pojem Veli¢ina X a Hodnota x veli¢iny X ztotoZriuji.

Priklad 1: Necht je W={padla 1-ka, padla 2-ka, padla 3-ka, padla 4-ka, padla 5-ka, padla 6-ka} zdkladnim
prostorem. Pak nahodnou veli¢inou K : ¥ = R muze byt zobrazeni dané tabulkové: K(padla 1-ka)=1,
K(padla 2-ka)=2, K(padla 3-ka)=3, K(padla 4-ka)=4, K(padla 5-ka)=5, K(padla 6-ka)=6.
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Priklad 2: Necht je ©={Spojité namé&rené venkovni teploty Z dne 13/6/2016} zakladnim prostorem. Pak
nahodnou veli¢inou T : © = R muzZe byt zobrazeni T(Namérena venkovni teplota Z) = Z + 273,16 (tedy
realné Cislo vyjadfujici namérenou teplotu ve °K).

Definiénim oborem A(X) nahodné veli¢iny X je tedy cely zakladni prostor elementarnich jevi (kazdému
elementarnimu nahodnému jevu je pfifazeno pravé jedno realné ¢islo).

Oborem hodnot ®(X) je mnozina téch realnych Cisel, které jsou obrazy jednotlivych elementarnich nahodnych
jevl. Pfitom kazda z téchto hodnot ma urcitou pravdépodobnost.

Priklad: V pfedchozim pfikladu 1 je oborem hodnot nahodné veli¢iny K mnozina {1, 2, 3, 4, 5, 6} s
pravdépodobnostmi {1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6}.

Diskrétni nahodna veli¢ina je takova nahodna veli€ina, pro kterou existuje zobrazeni, jehoZz oborem hodnot
je spoc€etna mnozina realnych Cisel.

Priklad: V predchozim pfikladu 1 je oborem hodnot nahodné veli¢iny K mnozina {1, 2, 3, 4, 5, 6}, veli¢ina K
je tedy diskrétni.

Spojita nahodna veli¢ina je takova nahodna veli¢ina, pro kterou existuje zobrazeni, jehoz oborem hodnot
je interval realnych Gisel.

Priklad: V pfedchozim pfikladu 2 je oborem hodnot nahodné veli€iny T interval <Z,j;+273,16; Z;at273,16>,
veli¢ina T je tedy spojita.

2.3.4 Rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny

PfestoZze nahodna veli¢ina zobrazuje zakladni pravdépodobnostni prostor nahodnych elementarnich jevi majicich
kazdy pfifazenou jistou pravdépodobnost, neni zobrazenim X elementarniho jevu jeho pravdépodobnost.
Pravdépodobnost rliznych jevu je dana mirou pravdépodobnosti P na zakladnim prostoru Q. Zobrazeni X popisuje
né&jakou Ciselnou vlastnost, kterou jevy v Q mohou mit (napf. vdha ndhodné vybraného U€astnika zajezdu, pocet
bélochl v nahodném okamziku v restauraci Red Elephant v Nigérii apod.).

Pravdépodobnost nahodné veli¢iny X (jako obrazu) je odvozena od pravdépodobnosti jevu (jako vzoru).
Pravdépodobnost P, Ze nahodna veli€ina X nabude napf. hodnot mezi 5 a 7, je rovna

P{weQ:XBsws7)})

Rozdélenim pravdépodobnosti nahodné veliiny se rozumi matematicky popis (pfedevSim funkénim vztahem)
pravdépodobnosti vyskytu jednotlivych moznych vysledkd pozorovaného nahodného jevu popisovaného nahodnou
veli¢inou. Je tedy definovano na zakladnim prostoru, coz je mnozina vSech moznych vysledkl zkoumaného jevu.
Rozdéleni pravdépodobnosti mize byt popsano rlznymi zpusoby: pravdépodobnostni funkci resp. hustotou
pravdépodobnosti, distribuéni funkci, charakteristickou funkci a dalSimi.

Nékteré funkeni tvary se pfi popisu rozdéleni pravdépodobnosti vyskytuji v praxi tak ¢asto, ze byly pojmenovany
podle charakteru zkoumané veliiny resp. autora (rozdéleni alternativni, Poissonovo, binomické, rovnhomérné,
Studentovo atd). V dalSich odstavcich bude popsano jedno z nejdulezitéjSich rozdéleni, a to normalni (znamé také
jako Gaussovo).

Rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni nahodné veli€iny je ¢asto - zejména pro obor hodnot malého rozsahu -
popséano tabulkou.

2.3.5 Distribuéni funkce

Distribuéni funkce (Distribution function) F nahodné veliCiny Z pro jeji hodnotu x je pravdépodobnost,
Ze hodnota nahodné veli¢iny Z bude nanejvys rovna x: Fz(x) = P(Z<x). Je-li zfejmé, o jakou nahodnou veli€inu Z
se jednd, zapisuje se jen F(x) = P(Z=x).

Mezi nékteré obecné vlastnosti distribu¢ni funkce patfi:

1. F(x) e<0, 1>

-16 -



2. F(-»)=0, F(+=)=1
Je-li X1 < X2, je F(x1) £ F(x2) (F je neklesajici)
4. Je-lixy <Xz, je P(x1 < X< x2) = F(x2) - F(xa)

w

Distribu¢ni funkce tedy popisuje, jak je pravdépodobnost hodnot nahodné veli¢iny kumulativné rozdélena ve svém
defini€nim oboru.

2.3.6 Pravdépodobnostni funkce, hustota pravdépodobnosti

Distribuéni funkce udava pravdépodobnost, s jakou nahodna veli¢ina nabude nanejvys konkrétni hodnoty.
S pouzitim posledniho vztahu pfedchoziho odstavce umoZzZiuje rovnéz zjistit, s jakou pravdépodobnosti nabude
nahodna veliCina hodnoty z konkrétniho intervalu. V praxi je vSak Casto kladen pozadavek na zjisténi
pravdépodobnosti, s jakou nabude nahodna veli¢ina jedné konkrétni hodnoty. V takovém pfipadé je vSak nutno
rozliSovat, zda jde o veli€inu diskrétni nebo spojitou.

Diskrétni nahodna veliina
Necht pro jednotlivé mozné hodnoty diskrétni nahodné velic¢iny X
X1 < Xp < ... <X
ma jeji distribuéni F funkce hodnoty
F(x1) S F(x0) < ... S F(x,)
Oznaéme f(x) pravdépodobnost P(X=x). Je pak evidentné pro k=2, 3, ..., n

f(x1) = F(Xa), f(x) = F(Xw) - F(Xk-1)

Tim je vS8ak definovana (pro diskrétni veliCinu napf. tabulkové) nové funkce f(x), ktera kazdé mozné hodnoté x
nahodné veli€iny X pfifazuje pravdépodobnost, Ze tato veli¢ina nabude hodnoty pravé x.

Pravdépodobnostni funkci (Probability mass function) diskrétni nahodné veliiny se rozumi pravé popsana
funkce f(x). Mezi nékteré jeji vlastnosti patfi:

1. F)=p fx) proi=1,2, ..k k=1,2,..,n
2. f(x)20
3. Z f(x)=1 proi=1,2,..,n

Vlastnost ad 1. plyne pfimo ze zpusobu zavedeni funkce f(x). Vlastnost ad 2. plyne z toho, Ze hodnotou f(x)
je pravdépodobnost. Vlastnost ad 3. plyne z toho, Ze jevy J;, jimz veli€ina X pfifazuje hodnotu x;, tvofi Uplny systém
navzajem disjunktnich jevu a pfi kazdém pokusu s jistotou nastane vzdy jeden z nich.

Priklad 1: M&jme dany pravdépodobnosti, Ze tfida jakosti n&jaké imaginarni feky v né&jakém profilu nabude hodnoty
T, nasledujici tabulkou vychazejici z dlouhodobého pozorovani a méfeni:

Trida jakosti T| 1 2 3 4 5

Pravdépodobnostni funkce f(T) | 0,05 | 0,20 | 0,35 | 0,30 | 0,10

Pravdépodobnostni funkce je tedy definovana takto (jde o diskrétni funkci): f(1)=0,05; f(2)=0,20; f(3)=0,35;
f(4)=0,30; f(5)=0,10. Pravdépodobnostni funkce ma i své grafické vyjadreni, napf. nasledujicim grafem:
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Obdobné distribu¢ni funkce na tychz datech da nasledujici tabulku:

Trida jakosti T | 1 2 3 4 5

Distribu€ni funkce F(T) | 0,05 | 0,25 | 0,60 | 0,90 | 1,00

a prislusny graf:

F(T)
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0,80
0,70
0,60
0,50
0,40
0,30
0,20

010
0,00 : : : :
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Trida jakosti T

Spojité ndhodné veli€iny

Spojitd ndhodna veli¢ina je zobrazenim do mnoziny realnych &isel. Jeji distribuéni funkce pak umozni zjistit
pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina nabude hodnoty z konkrétniho intervalu (a, b> redlnych C&isel - viz shora
vlastnost ad 4. distribu¢ni funkce: P(a<X<b) = F(b) - F(a).

Zjistit pravdépodobnost pro jedinou konkrétni hodnotu spojité nahodné veli€iny (napf. a) by zdanlivé Slo zjisténim
pravdépodobnosti na intervalu (a, ath> a naslednym zmenSovanim tohoto intervalu (tj. pfiblizovanim h—0).

V limité ovSem bude pravdépodobnost rovna F(a)-F(a)=0. Neni tedy smysluplné definovat pro spojitou nahodnou
veli¢inu pravdépodobnostni funkci analogicky diskrétni nahodné veli¢iné.
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Hodnota distribu¢ni funkce diskrétni veli¢iny F(a) je rovna souctu pravdépodobnosti vSech takovych hodnot x
zkoumané veli€iny, které nepfesahnou hodnotu a - hodnoty x jsou vSak konkrétni realna cCisla. U spojité veli¢iny
vSak jde o interval (-; a> "nekone¢né mnoha nekonecné blizkych" realnych Cisel a nejde tedy pouzit prosty soucet
jejich pravdépodobnosti.

Z integralniho poctu je vSak znamo, Ze takovy "nekonecny soucet" poskytne - napf. formou velikosti plochy - urcity
integral. Pro Ucely spojité nahodné veli¢iny opacné: Je-li znama distribu¢ni funkce F jakozto kumulace
pravdépodobnosti az do hodnoty a vcetné, urcité existuje funkce f takova, Ze integrovana az do hodnoty a da
hodnotu F(a) - viz nasledujici obrazek:

’ — Ko
F(5)

A

Tato funkce se nazyva hustota pravdépodobnosti (Probability density function). Mezi distribu¢ni funkci F
a hustotou pravdépodobnosti f spojité nahodné veli¢iny tedy plati vztah:

Fi) = [t -dt

Naopak, mezi hustotou pravdépodobnosti f(x) a distribuéni funkci F(x) plati vztah

f{}():%ﬂ}{)

2.3.7 Stredni hodnota, rozptyl, smérodatna odchylka

PFi zkoumani veli€in je jednim z cild urcit jakousi jejich reprezentativni (vztaznou, o€ekavanou, charakteristickou,
teoretickou) hodnotu, ve statistice nazyvané mirou polohy. Miru polohy se snazime odhadnout napf. opakovanym
méfenim dané veli¢iny. PovaZujeme tedy veli€¢inu za nahodnou veli¢inu a zjiStujeme pravdépodobnosti vyskytu
jednotlivych hodnot, tedy pravdépodobnostni resp. distribu¢ni funkci. Ukazuje se, Ze mira polohy zavisi
na pravdépodobnostni funkci zkoumané veli€iny.

Mezi nejznaméjsSi miry polohy diskrétnich veli€in patfi aritmeticky prGmér, modus, median a dalSi. OvSem
ne kazdou miru polohy Ize pouzit pro jakoukoliv veli€inu - viz déle.

Mira polohy je tedy jakousi "stfedni" hodnotou. Je ovSem podstatny rozdil mezi veli€inou, jejiz hodnoty jsou témér
vSechny skoro rovny stanovené mife polohy, a mezi veli€inou - byt se stejnou mirou polohy, jejiz hodnoty jsou
rozvrstveny v Sirokém pasmu kolem ni. Ve statistice je tato vétSi ¢i mensi proménlivost dat charakterizovana mirou
variability. Mezi Casto pouzivané (ale stejné tak Casto chybné interpretované) miry variability patfi rozptyl
a smérodatna odchylka. Stejné jako mira polohy zavisi na pravdépodobnostni resp. distribuéni funkci.

Hodnota vyjadfujici stfed (centralni tendenci, tézisté, primérnou velikost apod.) je definovana jako stfedni hodnota:

Definice: Stfedni hodnota E(x) diskrétni nahodné veli€iny x je definovana takto:

EX)=> xi.p(x)

kde se scita pres vSechna i.
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Priklad: Tf¥idy jakosti ve shora uvedeném profilu hypotetické feky maji stfedni hodnotu
1.0,05+2.0,20+3.0,35+4.0,30+5.0,10=3,20.

Definice: Stfedni hodnota E(x) spojité nahodné veli€iny x je definovana takto:
+o0
E(x)= [-f{x)-cx
=0

Poznamka: Je-li z kontextu zcela jasné, o jakou nahodnou veli¢inu x se jedna, pak se pro prehlednost dal§ich vzorcu éasto
oznacuje E(x) symbolem L.

Hodnoty, jistym zplsobem vyjadfujici rozptyleni, souhrnnou odchylku od stfedni hodnoty, jsou definovany
jako rozptyl (angl. Variance) resp. smérodatna odchylka (angl. Standard deviation).

Definice: Rozptyl D(x) diskrétni nahodné veli€iny x je definovan takto:
D(x) = 2.((xi - )2 . pi) = (2 X2 pi) - W2
kde symbolem p je oznagena stfedni hodnota E(x) a kde se sc€ita pfes vSechna i.

Priklad: TF¥idy jakosti ve shora uvedeném profilu hypotetické feky maji rozptyl
1%.0,05+2°.0,20+3%.0,35+4°.0,30+5°.0,10-3,20°=1,06.

Definice: Rozptyl D(x) spojité nahodné veli€iny x je definovan takto:

D) = I[x—ujz-f(x)-dxz Ixz-f(x]-dx —n?

kde symbolem p je ozna€ena stejné jako v pfedchozim vztahu stfedni hodnota E(x).

Poznamka: Je-li z kontextu zcela jasné, o jakou nahodnou veliinu x se jedna, pak se pro prehlednost dalsich vzorct casto
oznacuje D(x) symbolem o

Definice: Smérodatné odchylka je definovéana jako druh4 odmocnina z rozptylu - VD(x) - a je tedy rovna hodnoté o.

Priklad: Vysledky zkou$ek z pfedmétu Statistika a informatika v zimnim semestru 2015 / 2016 jsou uvedeny
v prvnich dvou sloupcich nasledujici tabulky. Treti sloupec obsahuje hodnoty pravdépodobnostni funkce P(x),
¢tvrty jeji hodnoty v procentech. Paty sloupec obsahuje hodnoty distribuéni funkce F(x), Sesty jeji hodnoty
v procentech. Interpretace dat z tabulky mdze byt napf. "S pravdépodobnosti 13% udélam zkousku za jedna" nebo
"S pravdépodobnosti 95,65% zkousku udélam".

X = Znamka Pocet | P(x) | P%(x) | F(x) | F%(x)
1 9 0,13 | 13,04 | 0,13 | 13,04
2 30 0,43 | 43,48 | 0,57 | 56,52
3 27 0,39 | 39,13 | 0,96 | 95,65
4 3 0,04 | 4,35 | 1,00 | 100,00

Z uvedené tabulky Ize zjistit stfedni hodnotu: p=1.0,13 +... +4 . 0,04 = 2,35. Rovnéz Ize zjistit rozptyl:
0°=(1-2,35)%.0,13 + ... + (4 - 2,35)*. 0,14 = 0,57.

Grafickym nahledem na pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci shora uvedené diskrétni nahodné veli€¢iny mohou
byt napf. tyto dva grafy:
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Rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni nahodné veliciny Distribuéni funkce diskrétni nahodné veliciny
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Plx) Poiet il
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455 L] i oy b
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2.3.8 Normalni rozdéleni

Bezesporu nejdulezitéjSim rozdélenim v teorii pravdépodobnosti a matematické statistice je normalni rozdéleni.
Jeho vyznam udava napf. centralni limitni véta, ktera za velmi obecnych podminek zaruCuje, Ze soucet nezavislych
nahodnych veli¢in ma pfiblizné normalni rozdéleni bez ohledu na rozlozeni jednotlivych sé€itanct. Dal$i vyznam
spociva v tom, Ze jim lze aproximovat mnoha jina rozdéleni v€etné diskrétnich. Normalni rozdéleny byva také
nazyvano Gaussovym rozdélenim a graf jeho hustoty Gaussovou kfivkou.

Nejprve zavedme normované normalni rozdéleni:

Definice: Normované normalni rozdéleni je takové, jehoZ hustota pravdépodobnosti (byva zvykem ji oznadovat
@(x) namisto obecného f(x)) ma tvar

1 27
2T

Lze ukazat, Ze stfedni hodnota normovaného normaliniho rozdéleni je 0 a jeho rozptyl je 1. Graf hustoty
je symetricky kolem nuly, funkce ¢ ma dva inflexni body {-1;+1}.

3ix) =

Distribuéni funkce normovaného normalniho rozdéleni ma tvar

1 o ot
e 2 gt

«f?-:n:._m

Obecné se pak zavadi normalni rozdéleni takto:

D x) =

~{x-pf
LB 2-52

Definice: Normalni rozdéleni je takové, jehoz hustota pravdépodobnosti f(x) ma tvar
1
fix)=

1 _l_q{}f‘_u]
Ol T ) )

kde u je realné Cislo a o > 0. Graf hustoty f(x) je symetricky kolem pfimky x=y, pfiemz hodnota y je zaroven
stfedni hodnotou. Funkce ma dva inflexni body {u-o , y+a}, pfiemz hodnota o’ je zaroven rozptylem.

Distribuéni funkce obecného normalniho rozdéleni pak ma tvar

dt = q‘_{ﬂ]
o

Priklad: Hustota pravdépodobnosti normalniho rozdéleni s y=3 a 0=2 ma graf

it
—1 . Ie 257
T2 T

Fix)=

=0
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3 Zakladni pojmy ve statistické analyze dat

Tato kapitola prehledné uvadi zakladni pojmy, o které se opiraji statistické postupy
tvorici jadro ucebnich texti. Nasledné je rovnéz podrobné vysvétlen postup vkladani
dat a jejich uprava v prostiedi programu Statgraphics.

3.1 Terminologie

Ve statistické analyze dat se bézné pouziva mnozstvi specifickych termin(i a pojm(. Za ucelem spravného
pochopeni vykladu dané problematiky jsou v této podkapitole uvedeny a definovany zakladni nej¢astéji pouzivané
statistické pojmy v€etné nazornych pfikladu.

Statisticky udaj (data) je hodnota nami méfené sledované veli€iny, napf. vék jednoho navstévnika (turisty) dané
technické pamatky.
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Statisticka jednotka je prvek statistického souboru, u kterého zkoumame konkrétni vlastnosti (statistické znaky).
Statistickou jednotkou muize byt napf. navstévnik (turista), u kterého zjiStujeme vice statistickych udajd, jako
napf. pohlavi, vék, stupef vzdélani, zaméstnani, bydlisté apod.

Statisticky soubor je kone€na mnozina hodnot, Cili souhrn vSech nami zjisténych statistickych udaji. Statistickym
souborem mohou byt napfiklad stupné vzdélani vSech nami dotazovanych navstévnikd dané lokality.

Proménna (statisticky znak) je méfend statistickd veliCina (vlastnost jednotek), kter4 nabyva ve statistickém
(datovém) souboru rGznych hodnot (napf. navstévnost, délka pobytu, doprava atd.).

Rozsah souboru je pocCet udajl (dat) jednoho statistického znaku (proménné) ve statistickém souboru. Obvykle jej
oznatujeme ,n“. Rozsahem souboru mulze byt napf. po€et vSech stanovenych navstévnosti geolokality

(napf. v jednotlivych dnech) za celé sledované obdobi.

Konstanta je ten pfipad, kdy proménna v ramci statistického souboru nabyva pouze jedné hodnoty, tedy v ramci
souboru se hodnota neméni.

Nezavisle proménna je takova sledovana veli¢ina, kterd v ramci studovaného souboru dat neni ovlivhéna
zménami hodnot jiné proménné.

Zavisle proménna je veli¢ina, jez nabyva rdznych hodnot v zavislosti na zménach jiné veli€iny.

Jako priklad mizeme uvést datovy soubor, ve kterém je sledovana navstévnost vybrané geolokality

a mnozstvi spadlych srazek na daném uzemi. V tomto pfipadé je mnozstvi srazek nezavisle proménnou
(nabyva rliznych hodnot nezavisle na navstévnosti). Zavisle proménnou je navstévnost (nabyva riznych
hodnot v zavislosti na mnozstvi spadlych srazek, tedy navstévnost je ovlivnéna srazkami).

Typy proménnych - na zakladé zpUsobu vyjadreni se proménné déli na kvantitativni a kvalitativni.

Kvantitativni proménna je hodnota vyjadfena urditymi &isly (napf. navstévnost). Ciselné proménné jsou také
oznacovany jako numerické.

Kvalitativni proménna je hodnota vyjadfena slovy (napf. charakter po€asi vyjadfeny pomoci oblaénosti - jasno,
polojasno, oblaéno, zatazeno). V odborné literatufe se Casto pro kvalitativni proménné pouziva nazev kategorialni.

Program Statgraphics oznacuje kvantitativni proménnou anglickym slovem ,Numeric* a kvalitativni proménnou
anglickym slovem ,Character”. Podle typu vztaht mezi hodnotami (podle zpUsobu vyjadfeni) rozliSujeme proménné
nominalni, ordinalni (dle vySe uvedeného déleni se jedna o proménné kvalitativni) a kardinalni (proménna
kvantitativni). V sou€asnosti nékteré statistické programy (napf. SAS, SPSS, Statistica) umoZziuji zadat typ
proménné i podle tohoto typu déleni.

Nominalni proménna se zpravidla vyjadfuje slovem, nebo Ciselnym kédem. U nominalni proménné nemizeme
stanovit pofadi, Ize pouze ur€it, zda jsou stejné, &i rozdilné. Pfikladem nominalni proménné je napf. pohlavi —
Zena, muz. V tomto pfipadé mize nominalni proménna nabyvat pouze dvou kategorii a byva oznacovana jako
dichotomicka. DalSim pfikladem muze byt rodinné zazemi turistd — svobodny, zenaty, rozvedeny. Zde muze
nominalni proménna nabyvat vice nez dvou kategorii a byva oznaCovana jako vicekategorialni.

Ordinalni proménna se také zpravidla vyjadfuje slovné, ovSem na rozdil od nominalni proménné zde muzeme
navic urcit pofadi. To znamena, ze hodnoty ordinalni proménné Ize sefadit od nejmensi po nejvétsi podle intenzity
sledovaného parametru, avSak nemizeme urcit, o kolik se hodnoty mezi sebou liSi. Pfikladem ordinalni proménné
muze byt napf. droven spokojenosti turistu s nabizenymi sluzbami.

Kardinalni proménna se vyjadfuje Ciselné. U kardinalni proménné Ize jednoznacné fici o kolik je jedna hodnota
vétSi nez druha (napf. vék ucastnika zajezdu, cena zajezdu, vzdalenost od mista bydlisté apod.). Kardinalni
proménné Ize déle rozdélit na intervalové (rozdilové) a pomérové (podilové). V pfipadé intervalové proménné
muzeme Ciselné vyjadfit pouze rozdil dvou hodnot. U pomérové proménné muzeme kromé rozdilu dvou hodnot
vyjadfit i jejich podil tzn., Ze pomérova proménna nabyva pouze kladnych €iselnych hodnot.

-23-



3.2 Postup pro zadani dat a typu proménné v prostredi programu
Statgraphics

Program Statgraphics spustime dvojklikem levou mySi na ikonu programu (modra ikona s grafem). Nasledné
se automaticky otevie pracovni plocha s jednofadkovym textovym menu, horni lidta s ikonami a prazdny pracovni
sesit pro vkladani dat. Data mizeme do pracovniho seSitu programu vkladat nékolika riznymi zpUsoby. Prvnim
zpusobem je prekopirovani dat z pracovniho sesitu libovolného tabulkového procesoru (napf. MS Excel) pomoci
klavesovych zkratek CtrI+C (kopirovat) a Ctrl+V (vlozit). Dal$i moznosti je pfimé otevieni daného datového
souboru v pracovnim seSité. Pfimé otevieni se provede pomoci textového menu: File — Open — Open Data File.
Nasledné je nutné zvolit typ souboru (jeho pfFiponu, napf. xls, sf3, dbf) a zadat nazev souboru. Pfimé otevfeni
datového souboru je také mozné provést klikem levou mySi na ikonu Open data file (tfeti ikona zleva v horni lité,
viz obrazek 3.2.1). V pfipadé programu Statgraphics Plus 5.0 je nutné otevirat excelovské soubory pouze
s pfiponou xIs (jedna se o starSi verzi programu Statgraphics, ktera neumi pfecist soubory s pfiponou xlsx).
Experimentalni data Ize vkladat i jejich pfimym zapisem do pracovniho seSitu.

Po nadteni experimentélnich dat je nutné zvolit typ proménné. Volbu typu promé&nné provedeme dvojklikem levou
mysSi na zahlavi v pracovnim sesSité. Otevie se nam dialogové okno Modify Column (viz obrdzek 3.1).
Zde si mtzeme v fadku Name zvolenou proménnou libovolné pojmenovat. V nabidce Type zvolime typ proménné.
V pfipadé, Zze mame hodnoty uvedeny v C&iselném formatu, zatrhneme volbu Numeric. Pro slovné vyjadfené
hodnoty (ve formé znaku) zatrhneme volbu Character. Dale si u Ciselnych hodnot mizeme zvolit poCet desetinnych
mist. Volbu poctu desetinnych mist proménné provedeme v nabidce Type zatrZzenim volby Fixed Decimal
a zadanim c&iselné hodnoty (viz obrazek 3.1):

& STATGRAPHICS Plus - Untitled StatFolio = =

= (@ R | BIR e | W BB 7 E

ﬂ <untitled> o| 3| =
[ )BYDUSTE |  Cot3 | cCoa [ cos5 | coab | =

Modify &olumn
Name:
lm OK
Comment: Cancel

dilld

Help

" Integer

" Date
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" Quarter
" Time [HH:MM] " Date-Time
" Time [HH:MM:SS5)
" Fixed Decimal: F

" Date-Time

o V[

Ready NUM
Obréazek 3.1: Pracovni plocha, pracovni seSit a dialogové okno pro volbu typu proménné v prostredi programu Statgraphics
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4 Zakladni statistické charakteristiky

Naplini kapitoly je vysvétleni klasickych a robustnich odhadu ciselnych charakteristik,
zpusob vypocétu a vhodnost jejich pouziti na experimentalnich datech. V ramci kapitoly
je také osvétlena problematika odhadd v pfipadé malych soubora dat, tzv. malych
vybéri. Pocinaje touto kapitolou budou za experimentalni data povazovany konecné
mnoZziny hodnot kvantitativnich veli€in - nazorné rec¢eno: nékolik (tfeba hodné, ale ne
nekonecné) €iselnych hodnot.

Zakladni statistické (Ciselné) charakteristiky podavaji koncentrované souhrnné informace o vlastnostech
analyzovaného datového souboru. Zakladni statistické charakteristiky jsou také velmi Casto nazyvany pojmem
popisna statistika, pfipadné& deskriptivni statistika. Mezi nejpouzivanégjsi statistické charakteristiky datového
souboru patfi pfedeviim odhady miry polohy a variability analyzované proménné. Mira polohy je stfedni hodnota,
kolem které hodnoty sledované proménné kolisaji. Mira polohy se nej¢astéji vyjadfuje prostfednictvim
aritmetického priméru, geometrického priiméru, medianu, modusu atd. Mira variability udava, jak jsou hodnoty
sledované proménné rozptyleny (jak kolisaji) kolem jeji stfedni hodnoty. Mira variability se nejCastéji vyjadiuje
rozptylem, smérodatnou odchylkou, variacnim koeficientem, interkvartiiovym rozpétim atd. Podle konstrukce
se Ciselné charakteristiky se déli na momentové a kvantilové.

4.1 Klasické odhady miry polohy a variability

Klasické odhady miry polohy a variability jsou konstruovany na zakladé tzv. po¢atecnich a centralnich moment,
jedna se tedy o momentové charakteristiky. Mira polohy pfedstavujici stfedni hodnotu, je ve statistice ozna¢ovana
jako prvni obecny moment. Mira variability pfedstavujici rozptyl (disperzi, variaci) je oznaCovana jako druhy
centralni moment. Matematické pozadi statistickych momentd zde nebude blize rozebirano, nicméné v pfipadé
zajmu je Ize nalézt v odborné literatufe, napf. SvatoSova a Kaba (2007), Meloun a Militky (2004), Otyepka et al.
(2013), Ott a Longnecker (2016).

Momentové charakteristiky jsou zaloZzeny na pfedpokladu normality rozdéleni datového souboru a jsou velmi citlivé
na odlehlé hodnoty. Pfi jejich pouZiti v pfipadé nesplnéni uvedenych podminek mohou byt vysledné odhady
vyrazné zkresleny (vypodtené odhady jsou nadhodnoceny, pfip. podhodnoceny). Pokud uvedené podminky
splnény nejsou, je nutné pro odhad stfedni hodnoty pouzit odhad robustni. Mezi nejznaméjSi momentové
charakteristiky patfi aritmeticky primér, rozptyl a z néj odvozena smérodatna odchylka.

Aritmeticky priimér (mean, average), nékdy také nazyvany vybérovy priimér, je nej¢astéji pouzivanym odhadem
miry polohy. Poskytuje maximalné vérohodny odhad stfedni hodnoty datového souboru pfi splnéni predpokladu
normality datového souboru a nepfitomnosti odlehlych hodnot. Vypocet aritmetického priméru je dan podilem
sumy hodnot sledované proménné x; a rozsahu souboru n:

1 n
K== 2%
n 5

V programu Statgraphics je aritmeticky primér oznacen jako Average a vypocteme jej nasledujicim postupem:
klikneme levou mySi na pfikaz Describe v jednofadkovém textovém menu a nasledné: Numeric Data — One-
Variable Analysis. V dialogovém okné One-Variable Analysis zadame do fadku Data nazev promé&nné, pro kterou
chceme aritmeticky pramér vypocitat a klikneme na OK. V levém dolnim okné se zobrazi souhrn zakladnich
popisnych charakteristik souboru (Summary Statistics for "nazev zadané proménné"). Jestlize chceme zobrazit
vice popisnych charakteristik souboru, nez je standardné programem nabizeno, klikneme pravou mysi kamkoliv
do prostoru levého dolniho okna a v nabidce zvolime Pane Options. Otevie se nam dialogové okno Summary
Statistics Options. Ve zobrazené nabidce zatrhneme poZadované popisné statistiky (viz obrazek 4.1).
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Obrazek 4.1: Vystup analyzy jedné proménné za ucelem stanoveni zakladnich statistickych charakteristik

Hodnotu aritmetického priméru je mozné vypocist i v tabulkovém procesoru Excel. V pracovnim seSité vypocteme
aritmeticky pramér pro zvolena data vlozenim funkce PRUMER.

Geometricky pramér (geometric mean) je dalS§im parametrem odhadu miry polohy, ktery Ize v programu
Statgraphics vypocist. Zde je oznacen jako Geo.Mean. Své uplatnéni nachazi predevSim v oblasti zpracovani
ekonomickych dat (napf. cenové indexy, koeficienty ristu, vycCisleni primérné inflace apod.). Je oznacovan
symbolem X a jeho hodnota se vypocte jako n-tda odmocnina soucinu jednotlivych hodnot sledované proménné x;:

V tabulkovém procesoru Excel vypoéteme geometricky priimér pro zvolena data vloZzenim funkce GEOMEAN.
Ve statistice se mizeme setkat s dalSimi odhady miry polohy, jako napf. vazeny aritmeticky pramér, harmonicky
priimér, ofezany prumeér, winsorizovany primér a dalSi. Jelikoz tyto odhady nejsou pro analyzu dat ziskanych
z dotaznikovych Setfeni v ramci turismu pfili§ vhodné, nebudou zde jiz blize popisovany.

Rozptyl (variance), nékdy také nazyvany disperze i populaéni rozptyl, je odhadem miry variability pro normainé
rozdélena data zakladniho souboru. Hodnota rozptylu ndm popisuje rozptylenost hodnot sledované proménné
kolem jeji stfedni hodnoty. Je tedy zfejmé, Ze &im vétSi je hodnota rozptylu, tim mensi je schopnost stanovené
stfedni hodnoty charakterizovat (reprezentovat) sledovanou proménnou. Hodnota rozptylu o® (sigma) se vypocte
jako podil sumy ¢&tvercli odchylek jednotlivych hodnot proménné x; od aritmetického priméru X a rozsahu souboru
n:

S 1T
o=l 3
L
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V tabulkovém procesoru Excel vypoéteme populaéni rozptyl pro zvolena data vioZenim funkce VAR.P (u verzi
Excelu nizSich nez 2010 funkce VAR).

Ve statistické analyze dat je vSak nejCastéji pouzivanym odhadem miry variability dat vybérového souboru
tzv. vybérovy rozptyl. Vzhledem k jeho vysoké frekvenci pouzivani byva pravé tento odhad oznaovan obecné
jako rozptyl. Hodnota vybé&rového rozptylu s* se vypodte jako podil sumy &tvercti odchylek jednotlivych hodnot
proménné x; od aritmetického priméru X a rozsahu souboru n snizeného o 1:

=

7] =2
G —— S w—x
— _1(| )

Snizenim rozsahu o jedni¢ku se docili nevychyleného odhadu rozptylu, coz plati pfedevsim u odhad pro mensi
datové soubory (n < 30). V piipadé pouziti vyde uvedeného populaéniho rozptylu o dochazi k podhodnoceni
odhadu.

V programu Statgraphics je vybérovy rozptyl oznacen jako Variance a vypoclteme jej stejnym postupem,
jez je uveden vySe. V tabulkovém procesoru Excel vypocteme vybérovy rozptyl pro zvolena data vlozenim funkce
VAR.S (u verzi Excelu niz$ich nez 2010 funkce VAR.VYBER).

Smérodatna odchylka (standard deviation) - nevyhodou pfimého pouziti odhadu miry variability pomoci rozptylu
v praxi je fakt, Ze vysledna hodnota je druhou mocninou (kvadratem) jednotky proménné. Napf. je-li denni Uhrn
spadlych destovych srazek vyjadren v jednotkach [mm], pak rozptyl bude vyjadien v jednotkach [mm2]. Za ucelem
odstranéni takto vznikajicich ,podivnych® jednotek byla zavedena statisticka charakteristika nazyvajici
se smérodatna odchylka. Smérodatna odchylka je druhou odmocninou z rozptylu, ¢imz je dosazeno shody
jednotky s jednotkou proménné. Stejné jako u rozptylu mizeme vypocitat smérodatnou odchylku pro zékladni
soubor, ktera je oznacovana symbolem o:

r\/“‘z(;,

i=1

V tabulkovém procesoru Excel vypolteme smérodatnou odchylku zakladniho souboru vlozenim funkce
SMODCH.P (u verzi Excelu nizSich nez 2010 funkci SMODCH).

Nejcastéji pouzivanym odhadem je, stejné jako v pfipadé rozptylu, smérodatna odchylka pro vybérovy soubor
(vypocitana z vybérového rozptylu), jez je oznacovana symbolem s:

5=~.",5_2=\[ 1 i(;{i_gf

n-1 6

V programu Statgraphics je smérodatna odchylka pro vybérovy soubor oznafena jako Standard deviation
a vypocteme ji stejnym postupem, jez je uveden vySe. V tabulkovém procesoru Excel vypocteme smérodatnou
odchylku pro zvolend data vioZzenim funkce SMODCH.VYBER.S (u verzi Excelu niz8ich nez 2010 funkci
SMODCH.VYBER).

V odborné literatufe, nebo odbornych &lancich zabyvajicich se problematikou statistické analyzy dat, jsou hodnoty
aritmetického prdméru a smérodatné odchylky obecné vyjadiovany ve tvaru X * 1,96s/Vn (plati pro hladinu

pravdépodobnosti a = 0,05), nebo ve tvaru X-(s).

Variaéni koeficient (coefficient of variation, CV), nazyvany také relativni smérodatna odchylka (relative standard
deviation, RSD), se vyuziva v pfipadech, kdy potfebujeme srovnat variabilitu dvou, ¢i vice soubori majicich razné
jednotky, nebo hodnoty proménné v riznych fadech (napf. [mm/h] vs. [I/den] apod.). Je vlastné mirou relativni
variability, ktera vyjadfuje, jakou procentualni Cast aritmetického priméru predstavuje smérodatna odchylka.
Variaéni koeficient se oznacuje symbolem v, a jeho hodnota se vypocte jako podil smérodatné odchylky s
a aritmetického praméru X vyjadreny v procentech:

v, = =.100 [%]

= W
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V programu Statgraphics je variaéni koeficient oznacen jako Coeff. of variation (viz obrazek 4.1). V tabulkovém
procesoru Excel vypocteme variaéni koeficient pro zvolena data pomoci vySe uvedeného vzorce s vyuzitim funkci
SMODCH.VYBER.S a PRUMER.

Variaéni rozpéti (range) neni pfili§ spolehlivym odhadem miry variability analyzovaného souboru, nebot
je vyznamné ovlivnén odlehlymi hodnotami. Pouziva se jako rychla a velmi orientaéni charakteristika
pro pfedbézné vyhodnoceni variability. VariaCni rozpéti se ve statistice oznaCuje velkym pismenem R a jeho
hodnota se vypocte jako rozdil mezi nejvétsi hodnotou X« @ nejmensi hodnotou X, analyzované proménné:

R = Xmax = Xmin

V programu Statgraphics je variacni rozpéti ozna¢eno anglickym nazvem Range (viz obrazek 4.1). V tabulkovém
procesoru Excel vypoéteme variacni rozpéti pro zvolena data pomoci vySe uvedeného vzorce s vyuZitim funkci
MAX a MIN.

Retransformovany pramér je zvlastnim typem klasickych odhad(i miry polohy provedeny na transformovanych
datech. Pokud se nam podafi v pfipadé datového souboru, ktery nesplfiuje pfedpoklady pro pouZziti klasickych
odhad(l, nalézt vhodnou transformaci (viz podkapitola 5.4 Transformace), omezime timto vliv asymetrie
a odlehlych hodnot a mizeme provést odhad miry polohy pomoci aritmetického priméru. Tuto vyslednou
statistickou charakteristiku nasledné pomoci zpétné transformace prevedeme do plvodnich hodnot. Odhad stfedni
hodnoty se pak nazyva retransformovany prdmér X.

4.2 Robustni odhady miry polohy a variability

Robustni odhady miry polohy a variability jsou konstruovany na zakladé tzv. kvantill, jedna se tedy o kvantilové
charakteristiky. Kvantilové charakteristiky jsou pouzivany v pfipadech, kdy datové soubory nesplfuji pfedpoklady
pro pouZiti klasickych odhadu. Jedna se tedy o soubory dat, které nesplruji pfedpoklad normality (maji asymetrické
rozdéleni), nebo jsou v datech pfitomny odlehlé hodnoty. Mezi nejznaméjsi kvantilové charakteristiky patfi median,
dolni a horni kvartil, a interkvartilové rozpéti.

g-Kvantil: Zakladni ideou g-kvantilu pro statistické charakteristiky jednorozmérného datového souboru o N prvcich
je rozdéleni sefazenych dat na q zhruba stejné po&etnych podmnoZzin. Kvantily jsou pak hraniéni hodnoty mezi
dvéma sousednimi podmnozinami. Pfesné se k-ty g-kvantil nahodné proménné V definuje jako takova hodnota v,
pro kterou je pravdépodobnost, ze hodnota nahodné veliiny je

e menSi nez v - nejvySe rovna k/q; P(X<v) < k/q,
e vétSinez v - nejvySe rovna (g-k) / g = 1 - k/g; P(X>v) < 1-k/q.

Jinak fe€eno, k-ty g-kvantil je ta hodnota (dat), kde kumulativni distribu¢ni funkce nabude nebo pfekro¢i hodnotu
k/q.

Existuje tedy (g-1) g-kvantild, a to pro kazdé celé Cislo k € (0, q). Pro mnozinu sefazenych N dat, indexovanych
od 1 do N, k-ty g-kvantil je prvek dat s indexem lq = [N . k/ql Z hlediska definice véak v pfipadé, Ze I=N.k/q
je celé Cislo, pak vSechny hodnoty pocinaje hodnotou dat s timto indexem (X|) az do hodnoty dat s nasledujicim
indexem (X;:1) mohou byt kvantilem. V tomto pfipadé byva zvykem za kvantil povazovat stfed mezi témito dvéma
hodnotami. Neni to vSak povinnost; za kvantil Ize vzit napf. men$i z obou hodnot nebo mezi nimi interpolovat.
ProtoZze z g-kvantilu se odvozuje fada dalSich statistik (viz dale), je pravé zminénda situace kritickym mistem
pfi jejich ur€eni. Statistici sami se neshodnou uz ani na tom, zda kvantily maji byt pouze hodnoty datového souboru
(viz vySe urleni jejich indexu), nebo to mohou byt i hodnoty zkoumané veli€iny v datech vSak neobsazené (viz vySe
napf. stfed mezi dvéma hodnotami).

Poznamka: Kvantil se Casto oznacuje symbolem X, kde index p udava polohu kvantilu uvnitf datového souboru
a pohybuje se v rozsahu 0 aZ 1. Napf. je-li zapsano %o 3o, je tim oznacen 30% kvantil, to znamend, ze 30 % hodnot
v datovém souboru je menSich nez tento kvantil a 70 % hodnot je vétsich.

Percentil pP je P-ty 100-kvantil. Z definice g-kvantilu pro q=100 se odvozuje i jina definice: percentil pP
je nejmensi hodnota x veli€iny X, pro niz plati, Ze pro P% dat {x;} je splnéna podminka x; < pP.
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Priklad: Pro analyzu vhodnosti zalesnéni devastovanych partii geolokalit byl zkouman sadebni material
tvofeny 400 nahodné sebranymi semeny jedle. Jejich vahy v [g] se pohybovaly v intervalu <4.001; 4.999>.
Percentil p5 je tedy takova véaha, pro niz plati, Ze nejvySe 5% vah je < p5. ProtoZe celkem mé datovy soubor
N =400 hodnot, g = 100, k =5, je lyq = [ 400 .5/ 100 |=20. Dvacata hodnota sefazeného souboru dat byla
rovna 4.191, je tedy p5 = 4.191.

|Pofadi 1. 2. |.] 19. | 20. | 21. | 22. |...| 399. | 400.
|H0dn0ta4,0014,014...4,1904,1914,1934,196...4,9964,999

Tabulka pro urceni P5

Shora uvedena definice percentilu pomoci kvantilu je sice jednou z velmi €asto pouzivanych, pfi jeho uréeni neni
vSak jednoznacna. Viz pravé uvedeny priklad: 21. hodnota v sefazeném souboru byla rovna 4.193. To ovSem
znamena, ze vSechny hodnoty x < 4.193 splfuji shora uvedenou definici percentilu, tedy p5 mulze byt
napr. i 4.19256.

V Excelu se hodnoty percentild vypoctou vlozenim funkce PERCENTIL.INC (u verzi Excelu nizSich nez 2010
vioZenim funkce PERCENTIL).

Median x;, je definovan jako 1-ni 2-kvantil, pomoci percentilu jako p50, tj. hodnota, "pod kterou" lezi nejvys
polovina hodnot souboru a "nad kterou" lezi nejvys polovina hodnot souboru. Pfi jeho uréeni se v praxi postupuje
podle definice g-kvantilu: jeho index i = I = [ N.1/2] coZje N/2 pro N sudé, (N+1)/2 pro N liché. Je-li tedy N
liché, je medianem hodnota X;; je-li N sudé, nejCastéji se za median pfijima hodnota hodnota (X;+X;.1)/2.
V jednotlivych krocich:

1. Soubor se usporada podle velikosti. Oznaéme takto uspofadany soubor Y = {y1, y2, ..., Yn}; kazdé y; je tedy né&jaké x.
2. Necht' m je cela ¢ast podilu n/2: m = [n/2]. Je-li n sudé, je n=2.m, je-li n liché, je n=2.m+1.
3. Je-linliché, je medidnem hodnota ym+1. Je-li n sudé, je medidnem hodnota (Ym+Yym«++)/2.

Priklad: Median souboru s vdhami semen jedle se zjisti postupem popsanym vysSe. Nejprve se hodnoty
sefadi podle velikosti. Ziska se nasledujici posloupnost hodnot:

|Pofadi 1. 2. ... 199.200. | 201.| 202. |...| 399. | 400.
|H0dn0ta 4,001(4,014...}4,4984,500[4,501}4,501|.../4,996|4,999

Tabulka pro urceni medianu

"Polovinou" souboru je hranice mezi 200.tym a 201.nim prvkem (prvkul je sudy pocet). Median je tedy
polovina mezi 4,500 a 4,501, tj. 4,5005.

V programu Statgraphics je vypoctena hodnota medianu oznacena jako Median (viz obrazek 4.1). V tabulkovém
procesoru Excel vypo¢teme median pro zvolena data vloZzenim funkce MEDIAN.

Dolni a horni kvartil gp a qy jsou definovany jako 1-ni a 3-ti 4-kvantil, pomoci percentilu jako p25 resp. p75.
Oznaduji se proto Casto také X5 a X 75. Nepfesné ale nazorné feceno, jsou to hodnoty, "pod kterymi" lezi nejvys
Ctvrtina resp. tfi ¢tvrtiny hodnot souboru a "nad kterymi" lezi nejvys tfi Ctvrtiny resp. €tvrtina hodnot souboru. Indexy
dolniho resp. horniho kvartilu jsou podle definice I, =[ N . 1/4]resp. ;=] N.3/4].

Pro uréeni hodnot kvartilil vS8ak neni stanoven zadny jednotny postup. Jednak sami statisticti odbornici pouzivaji
nékolik metod, jednak autofi statistického software aplikuji rizné algoritmy (a pohfichu ani pfesné nefeknou jaké).
Zhruba Ize vidét nasledujici metodiky pfi ur€ovani kvartild (vSechny splnuji definici a median nastésti vSechny
uréuji pro sudy pocet dat stejné, jako stfed mezi prostfednimi hodnotami):

A. Soubor se usporada podle velikosti. Medianem se rozdéli na dvé ¢asti, ale median se nezafadi do zadné z nich. Dolni
kvartil je pak median dolni poloviny dat, horni kvartil je median horni poloviny dat. Metodu popsali napf. Moore
a McCabe a ¢asto se uziva v software statistickych kalkulatord nebo jiné vypocetni techniky.

B. Soubor se uspofada podle velikosti. Medianem se rozdéli na dvé &asti. Je-li medianem prostfedni datova hodnota
(rozsah souboru je liché &islo), pak se zafadi do obou polovin. Dolni kvartil je pak median dolni poloviny dat, horni
kvartil je median horni poloviny dat. Pro sudy pocet dat je tedy tato metoda totozna s predchozi. Metodu popsal
napf. Tukey.

C. Pro sudy pocet dat se aplikuje pfedchozi metoda. Je-li po€et N dat lichy, pak existuje celé €islo n takové, ze N=4.n+1
nebo N=4.n+3 (4.n+0 a 4.n+2 jsou sudd). Je-li N=4.n+1, je dolni kvartil gpo = 1/4.X,+3/4.Xn+1 @ horni kvartil gy =
3/4. X3n+1+1/4 . Xan+2. Je-li N=4.n+3, je doIni kvartil gp = 3/4.Xn+1+1/4.Xn+2 @ horni kvartil gu = 1/4.X3n+2+3/4. Xan+s.
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dat s takto zaokrouhlenym indexem iy je hornim kvartilem. Takto uréené kvartily jsou tedy vzdy prvky datového
souboru. Metodu popsali napf. Mendenhall a Sincich.

E. Urci se hodnota i = (N+1)/4. Je-li i celé Cislo, je doInim kvartilem prvek dat s indexem i, tj. xi. Neni-li i celé Cislo, polozi
se k = [i] a interpoluje se mezi prvky xx a x+1. Dolnim kvartilem je pak hodnota xx + (Xi+1 - Xx).(i-k). Ur&i se hodnota j =
3.(N+1)/4. Je-li j celé Cislo, je hornim kvartilem prvek dat s indexem j, tj. xi. Neni-li j celé Cislo, polozZi se k = [j]
a interpoluje se mezi prvky Xk a xx+1. Hornim kvartilem je pak hodnota xx + (Xk+1 - X«).(j-k). Metodu pouZivaji nékteré
statistické aplikace, napf. Minitab.

F. Ur¢i se hodnota i = (N+3)/4. Je-li i celé &islo, je doInim kvartilem prvek dat s indexem i, tj. xi. Neni-li i celé &islo, polozi
se k = [i] a interpoluje se mezi prvky xx a Xk+1. Dolnim kvartilem je pak hodnota xx + (Xk+1 - Xk).(i-k). Urci se hodnota j =
(3.N+1)/4. Je-li j celé Cislo, je hornim kvartilem prvek dat s indexem j, tj. xi. Neni-li j celé Cislo, polozZi se k = [j]
a interpoluje se mezi prvky xx a xk+1. Hornim kvartilem je pak hodnota xx + (Xk+1 - X«).(j-k). Metodu popsali napf. Freund
a Perles a pouziva ji napf. Excel.

Pfiklad - Dolni kvartil souboru s vahami semen jedle metodikou A: Nejprve se hodnoty sefadi podle velikosti.
Ziska se posloupnost hodnot, jejiz dllezita ¢ast je v nasledujici tabulce:

Poradi 1. 2. |..100.[101.]...[ 199.| 200.
Hodnotal 4,001(4,014|...|4,378}4,379|...|4,498}4,500

Tabulka pro uréeni dolniho kvartilu

Pocet prvkl souboru je 400, tedy sudé Cislo. Dolni polovinu prvku tvofi prvky s indexy z intervalu <1,200>.
Dolni kvartil je roven jejich medianu, a protoZe jich je sudy pocet, je roven
4,379 - 0,25 . (4,739 - 4,738) = 4,37875.

Horni kvartil souboru s vahami semen jedle metodikou A: Nejprve se hodnoty sefadi podle velikosti. Ziska
se posloupnost hodnot, jejiz dllezita ¢ast je v nasledujici tabulce:

Poradi | 201. | 202.|...[|300. | 301.|...| 399. | 400.
Hodnotal 4,501(4,501]...|4,634|4,635|...|4,996}4,999

Tabulka pro uréeni horniho kvartilu

Pocet prvkl souboru je 400, tedy sudé Cislo. Horni polovinu prvku tvofi prvky s indexy z intervalu
<201,400>. Horni kvartil je roven jejich medianu, a protoze jich je sudy pocet, je roven
4,635 -0,75. (4,635 - 4,634) = 4,63425.

V programu Statgraphics najdeme vypoétenou hodnotu dolniho kvartilu pod anglickym pojmem Lower quartile
a hodnotu horniho kvartilu pod pojmem Upper quartile. V tabulkovém procesoru Excel vypocteme dolni a horni

kvartil pro zvolena data vioZzenim funkce QUARTIL.INC (u verzi Excelu nizSich nez 2010 vloZzenim funkce
QUARTIL).

V pfipadé kvantilovych charakteristik se také mizeme setkat s pojmem decily. Decily déli datovy soubor na deset
stejné poc€etnych Casti a jedné se tedy o 10% kvantily.

Modus (mode) je robustnim odhadem miry polohy a ve statistice je oznacovan symbolem X. Lze jej definovat jako
hodnotu, v niz nabyva frekvenéni funkce svého maxima. Modus je tedy hodnota, kterd se v analyzovaném
datovém souboru vyskytuje nejcastégji, Cili s nejvétsi Cetnosti. Modus nema pfili§ velkou vypovidaci schopnost
a v analyze experimentalnich dat je vyuzivan jen zfidka.

V programu Statgraphics je modus oznacen jako Mode (viz obrazek 4.1). V tabulkovém procesoru Excel Ize modus
pro zvolena data vypocist vlozenim funkce MODE.SNGL (u verzi Excelu nizSich nez 2010 funkce MODE).

Interkvartilové rozpéti (interquartile range), nazyvané také mezikvartilové rozpéti, je robustnim odhadem miry
variability a oznacuje se symbolem RF (velmi sporadicky se vyskytuje ozna¢eni symbolem IQR). Jedna se o odhad
zalozeny na kvantilech a pouziva se pouze tam, kde nelze pro odhad variability datového souboru pouzit
momentové charakteristiky (napf. smérodatnou odchylku). Interkvartilové rozpéti se vypocte jako rozdil horniho
a dolniho kvartilu:
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Re = Xo,75 - Xo0,25

V programu Statgraphics je interkvartilové rozpéti ozna¢eno anglickym pojmem Interquartile range (viz obrazek
4.1).

Kvartilova odchylka (quartile deviation, semi-inter quartile range) je taktéz robustnim odhadem miry polohy
zalozeném na kvantilech. Oznacuje se symbolem Qf a obvykle se vyc€isluje spolu s medianem. Jeji hodnota se
vypocte jako polovina rozdilu horniho a dolniho kvartilu:

iI:I.T"S - EI:I.EE
=g

4.3 Odhady miry polohy a variability u malych datovych souboru

Pokud mame datovy soubor obsahujici velmi malé mnoZstvi dat, stojime pfed problémem jak spravné odhadnout
miru polohy a variability. Jak uvadi Meloun a Militky (2011), v pfipadé datového souboru obsahujiciho pouze dvé
hodnoty (n = 2) Ize pouzit pro vy€isleni stfedni hodnoty aritmeticky priimér. OvSem pouze za pfedpokladu, Ze jsou
si méfené hodnoty blizké. U dvou hodnot velmi rozdilnych tento postup pouzit nelze, jelikoz nejsme schopni
odhadnout, ktera hodnota je hodnotou odlehlou. U datového souboru obsahujiciho pouze tfi hodnoty (n = 3)
je urceni stfedni hodnoty opét velmi obtizné. Obvykle se pro vypocet pouzije aritmeticky pramér, avSak pouze ze
dvou nejblizSich hodnot. Tento postup v praxi pfinasi vyrazné lepsSi vysledky, nez vypocet medianu ze vsech tfi
hodnot. Pro odhad variability, tedy smérodatné odchylky, Ize u soubori obsahujicich dvé az tfi hodnoty pouzit
pro vypocet rovnici, kterou uvadi ve své publikaci Potts (1992):

5= —
k

Faktorem k pro n = 2 je hodnota 1,128, faktorem k pro n = 3 je hodnota 1,693.

Ponékud lepsi situace nastava u soubor(l dat, které obsahuji 4 az 20 naméfenych experimentalnich hodnot.
V pfipadé takovychto soubord je pro odhad miry polohy a variability doporu¢ovano pouzit tzv. HornGv postup
(Horn, 1983). Jak uvadi Meloun a Militky (2011), Horndv postup poskytuje v pfipadé malych vybéra (pro 4 < n < 20)
nejlepsi odhad stfedni hodnoty (odhad parametru polohy) vyjadfeny pivotovou polosumou (P.) a nejlepSi odhad
variability (odhad smérodatné odchylky) vyjadfeny pivotovym rozpétim (R.). VypocCetni postup odhadu stfedni
hodnoty a variability metodou Hornova postupu je nasledujici:

Prvnim krokem ve vypocetnim postupu je sefazeni experimentalnich dat vzestupnég, ¢ili od nejmensi
po nejvetsi.

DalSim krokem je vypocet hloubky pivotu H, kde n je pocet hodnot a | X] je cela ¢ast Cisla X:

H= HJ; .

| 2 (pro n liché)
H= ”_”+1Jf2

| 2 (pro n sudé)

V tfetim kroku je stanovena hodnota dolniho pivotu xp = X4 @ horniho pivotu Xy = X(n+1-1)-

Poslednim krokem je vypocet pivotové polosumy P, (odhad stfedni hodnoty) a pivotového rozpéti R, (odhad
parametru variability, napf. smérodatné odchylky):

Xp +Xy
PL="0 M

RL =¥yg—¥p
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V praxi se obecné se pro soubory dat obsahujicich nanejvys 8 hodnot vyuziva Hornova postupu. Pro soubory dat
obsahujicich vice nez 8 hodnot jiz Ize k vypoctiim vyuzit statisticky software (tzn. pouzit pro vypocet klasické nebo
robustni odhady parametra).

5 Prizkumova analyza dat

vagwaw s

analyze dat, kterym je prizkumova analyza dat. Jsou zde podrobné vysvétleny jeji
jednotlivé néstroje, a to grafické diagnostiky, statistické testy, v€etné problematiky
identifikace odlehlych hodnot. Soucasti kapitoly je rovnéz rada nazornych prikladi,
jejich reseni v prostiedi programu Statgraphics a podrobna interpretace vysledkd.

Priizkumova analyza dat je zakladnim a v soucasnosti Siroce vyuzivanym nastrojem pfi statistickém zpracovani
dat. Jeji zaklady polozil v roce 1977 ve své knize "Exploratory data analysis" americky matematik John Wilder
Tukey (Tukey, 1977). Prlizkumova analyza dat byva velmi Casto oznaCovana zkratkou EDA podle anglického
nazvu Exploratory Data Analysis, v nékterych publikacich IDA podle anglického nazvu Initial Data Analysis. U&elem
prizkumové analyzy dat je odhaleni zvlastnosti statistického souboru a ovéfeni pfedpokladd pro nasledné
statistické zpracovani (Meloun a Militky, 2006). Zakladem EDA je vyuziti fady grafickych diagnostik (histogram
Cetnosti, krabicovy graf, Q-Q graf atd.) a statistickych test( (test normality, test odlehlych hodnot atd.), podle nichz
muzeme nasledné rozhodnout o rozdéleni souboru dat (normalita rozdéleni) a identifikovat odlehlé hodnoty.
Prevazna vétSina metod statistické analyzy je zaloZzena na spinéni vySe uvedenych vlastnosti datovych souboru.
Identifikace téchto pfedpokladu je proto nezbytnou podminkou pro spravné vycCisleni zakladnich statistickych
charakteristik a volbu statistické metody pro analyzu dat.

5.1 Diagnostika grafu

testy byvaji ¢asto malo pfisné a nespolehlivé, proto je vhodné v prvé fadé spoléhat na vysledky grafické
diagnostiky a vysledky statistickych testd pouzivat pouze pro jejich ovéfeni.

Grafu pro grafickou diagnostiku datovych souborl existuje velké mnozZstvi, ovéem kazdy statisticky software nabizi
vykresleni jen nékterych z nich. V této podkapitole budou popsany pouze grafy, které umoziuje vytvofit program
Statgraphics.

5.1.1 Histogram cCetnosti

Histogram &etnosti (frequency histogram) je jednim z nejstarSich a nejpouzivanéjsich graft v prlizkumové analyze
dat jedné proménné. Histogram Cetnosti je intervalovy sloupcovy graf, v némz2 jsou na ose x zobrazeny intervaly
(tfidy) hodnot proménné. Jednotlivé intervaly jsou rovny §ifce sloupce, pficemz Sifky sloupcl jsou si navzajem
rovny. Hodnoty na ose y odpovidaji absolutnim, nebo relativnim cetnostem tfid (interval(l). Absolutni Cetnost
je vyjadfena skuteénym poctem zastoupenych hodnot v jednotlivych tfidach, €ili udava, kolik hodnot z datového
souboru se vyskytuje v danych intervalech (tfidach). Relativni ¢etnost udava zastoupeni hodnot v jednotlivych
tfidach vyjadfenou v procentech. Jednotlivym Cetnostem odpovidaji v grafu vysky sloupce.

PFi vytvareni grafu svépomoci se mlze uzivatel dostat do svizelné situace pfi volbé Sifky a poctu sloupcu.
V pfipadé, Ze si sloupct vytvofime pfili§ moc, nebo malo, mize dojit k vytvofeni histogramu bez potfebné
vypovidaci schopnosti. Pro tyto u&ely je vhodné pouzit ke konstrukci histogramu tzv. Sturgesovo pravidlo, pomoci
kterého stanovime optimalni poCet a Siftku sloupcll. V souCasnosti vétSina statistickych programu, vcetné
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tabulkového procesoru Excel, Sturgesovo pravidlo, nebo jeho modifikaci, ke konstrukci histogramu ¢etnosti
VYUZiva.

Postup konstrukce histogramu dle Sturgesova pravidla:

1. Stanovime pocet tfid k dle nasledujici rovnice:
k=1+[3,3*logn]|
kde n je celkovy pocet hodnot (rozsah souboru); zapis [X] znali zaokrouhleni hodnoty X nahoru.
2. Ur¢ime Sitku tfidy (intervalu) T dle nasledujici rovnice:
T= (Xmax - Xmin) /k
kde Xmax je maximalni hodnota v souboru a Xmin je minimalni hodnota v souboru.

3. Ur&ime meze tfid. Meze prvni tfidy budou <Xmin; Xmin + T>, meze nasledujici tfidy budou (Xmin + T; Xmin + 2T>, (Xmin + 2T;
Xmin + 3T> atd. PFiCitani nasobkl Sitky tfidy provadime tak dlouho, dokud nemame stanoveno tolik intervald, kolik jsme
vypocetli tfid k.

4. Urgime &etnost zastoupeni hodnot v jednotlivych tfidach. Cili stanovime, kolik hodnot z naseho datového souboru
odpovida rozsahu kazdé jednotlivé tfidy.

5. Stanovené hranice tfid vyneseme na osu x, stanovené €etnosti vyneseme na osu y.

V prostfedi programu Statgraphics Ize histogram Cetnosti vytvofit nasledujicim postupem: klikneme levou mysi
na pfikaz Plot v jednofadkovém textovém menu a nasledné Exploratory Plots—Frequency Histogram. Otevfe
se nam dialogové okno Frequency Histogram, v némz do fadku Data zadame nazev proménné, pro kterou chceme
histogram vykreslit a klikneme na OK. NejrychlejSim zplsobem jak v programu vytvofit histogram cetnosti
je kliknutim levou mysi na ikonu Histogramu v horni listé s ikonami (viz obrazek 5.1). Timto postupem program
automaticky vytvori Histogram etnosti s optimalni Sitkou a po¢tem sloupct.

Po vytvoreni histogramu miizeme pocet sloupcli a koncové body libovolné ménit. Dale je mozné zadat, v jakém
formatu chceme mit znazornénou Cetnost na ose y (absolutni, nebo relativni &etnost). Tyto zmény provedeme
kliknutim pravou mysi do prostoru vytvofeného histogramu. Zobrazi se nabidkové menu, v némz zvolime pfikaz
Pane Options a v dialogovém okné Frequency Plot Options zadame poZadované parametry (viz obrdzek 5.1).

File Edit Plot Describe Compare Relate Special SnapStats! View Window Help
| m|@ (8] | BIR) (e e R e ) 2
R b Frequency Histogram - VEK (=S N |
B LDEEEED w (2] row: (#]
Analysis Summary
Data variable: VEK h
164 values ranging from 13,0 to 67,0 HIStogram
The StatAdvisor = 80 F E
-";;;;-;;;;;;;re displays a frequency = = [
f data. ¥ t th "
by selecting Describe - Nameric Data - ET"M > 60[ i
main menu. 9J
Cancel O
Lower Limit: cC
P e || 8 a0f .
Upper Limit: g :
[po. [ Hold &= 2°[ ]
Counts Plot Type i
[” Relative @ Histogram 0 3
Ci ra— I " 17
7 Cumulative " Polygon
0 20 40 60 80
Use the right mouse button to select options NUM

Obrazek 5.1: lkona pro tvorbu histogramu ¢etnosti a dialogové okno pro zménu jeho parametri

Histogram cetnosti Ize vytvofit i v tabulkovém procesoru Excel a to néasledujicim postupem: klikneme mysi
na zalozku Data a v souboru pfikaz(i Analyza vybereme pfikaz Analyza dat. V dialogovém okné Analytické nastroje
zvolime pfikaz Histogram ( Data—Analyza dat—Histogram). V pfipadé, Ze se v zaloZzce Data nabidka Analyza dat
nezobrazuje, je nutné si ji v Excelu aktivovat. Aktivaci provedeme Kkliknutim levou mysi na zalozku
Soubor—Moznosti—Doplriky. V nabidkovém okné Doplriky v ¢asti Neaktivni doplfiky aplikaci zadame Analytické
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nastroje a klikneme na tlagitko Pfejit. Zobrazi se ndm nabidkové menu, v némz zatrhneme Analytické nastroje
a potvrdime stiskem tlac¢itka OK.

Interpretace histogramu Cetnosti

Diagnostikou histogramu Cetnosti mizeme u datového souboru rozhodnout o spinéni pfedpokladu normality
(symetrii rozdéleni), homogenité souboru (to znamena, ze mulzeme uréit, zda se soubor rozpada do dil€ich
podsoubort, ¢i ne) a identifikovat odlehlé hodnoty (tzv. outliers).

Méjme histogramy Cetnosti, které byly vytvofeny na zakladé datovych souborl obsahujicich vék navstévniku ¢tyr
riznych geolokalit. Histogram Cetnosti na obrazku 5.2 znazornuje vék navstévnika geolokality Cislo 1. Z grafu
je zrejmé, Ze se jedna o datovy soubor s normalnim (symetrickym) rozdélenim bez odlehlych hodnot.
Dale mGzeme Fict, Ze nejvice navstévuji geolokalitu ¢. 1 turisté ve véku pfiblizné 36 az 44 let. Na obrazku 5.3
je uveden histogram cetnosti véku navstévnikl geolokality €. 2. Datovy soubor ma jednoznaéné asymetrické
rozdéleni (neni splnén pfedpoklad normality). Data jsou zaporné sesSikmené k niZ8im hodnotam bez pfitomnosti
odlehlych hodnot. V pfipadé geolokality €. 2 prevazuji turisté z vySSich vékovych kategorii, pficemz nejvétsi
navstévnost je ve vékové skupiné kolem 58 az 65 let.

Histogram Histogram
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Obrazek 5.3: Histogram c¢etnosti — asymetrické rozdéleni dat

Obrazek 5.2: Histogram ¢etnosti — normalni rozdéleni dat p i p
zdporné seSikmené

Histogram Histogram
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Obrazek 5.4: Histogram c¢etnosti — asymetrické rozdéleni dat Obrazek 5.5: Histogram c¢etnosti — asymetrické rozdéleni dat
s odlehlou hodnotou kladné sesikmené

Obrazek 5.4 znazorfiuje histogram véku turistd z geolokality ¢. 3. Zde je opét zfejmé asymetrické rozdéleni
datového souboru seSikmené k nizSim hodnotam. Vpravo Ize identifikovat pfitomnost jedné odlehlé hodnoty.
Lze konstatovat, Ze geolokalitu &. 3, stejné jako v pFipadé geolokality &. 2, navstévuji pfevazné turisté vyssich
vékovych kategorii, pfi€emz nejastgji turisté ve vékové skupiné 54 az 63 let. Jedna odlehla hodnota vpravo znadi,
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Ze geolokalitu ¢. 3 zfejmé navstivil jeden turista ve vékové skupiné 82 a 91 let. MizZe se ovSem také jednat
o hrubou chybu, tzn., Ze doSlo ke Spatnému zapisu hodnoty (vySky véku) béhem dotaznikového pruzkumu
(problematika odlehlych hodnot viz podkapitola 5.3 Odlehlé hodnoty a jejich identifikace). Obrazek 5.5 znazornuje
histogram véku navstévnika geolokality ¢. 4, ze kterého je patrné, Ze data jsou asymetricky rozdélena a kladné

seSikmena k vySSim hodnotam. V souboru dat se nevyskytuji odlehlé hodnoty. Lze konstatovat, Ze geolokalitu
navstévuji pfedevsim turisté nizSich vékovych skupin, s pfevahou turisti ve véku 7 az 14 let.

5.1.2 Krabicovy graf

Krabicovy graf je v souCasnosti nejpouzivanégjSim grafem prlzkumové analyzy dat a je soucasti témér vSech
statistickych program(. Velmi ¢asto se mlizeme setkat i s nazvem krabicka s vousy, nebo vousata krabicka.
Tyto nazvy byly prevzaty z anglického nazvu Box and Whisker Plot. Nékteré statistické programy pouzivaji nazev
Boxplot.

Konstrukce krabicového grafu je zalozena na péti zakladnich statistickych charakteristikach a to na medianu,
hornim kvartilu, dolnim kvartilu, minimalni a maximalni hodnoté souboru (viz obrazek 5.6). Zakladem grafu
je obdélnik (krabice), jehoz dolIni vodorovna linie (dno) znazorriuje dolni kvartil (X5 25) a horni vodorovna linie (viko)
horni kvartil (X, 75). Obdélnik je rozdélen dalSi vodorovnou linii, kterd pfedstavuje median datového souboru. Vyska
obdélniku je dana rozdilem mezi dolnim a hornim kvartilem a nazyva se interkvartilové rozpéti. Interkvartilové
rozpéti obsahuje 50 % dat souboru. Z obdélniku vybihaji usecky (vousy). Konec dolni usecky se nazyva dolni mez
vnitfnich hradeb a udava minimalni hodnotu souboru bez odlehlych hodnot. Konec horni use¢ky se nazyva horni
mez vnitfnich hradeb a udava maximalni hodnotu souboru bez odlehlych hodnot. Odlehlymi hodnotami jsou
v krabicovém grafu ta data, ktera jsou vétsi, nebo menS$i, nez 1,5 nasobek interkvartilového rozpéti. Odlehlé
hodnoty lezi v grafu mimo rozsah uUseCek a jsou znazornény jako izolované body pomoci &tvereCku, krouzku,
hvézdicky apod. (viz obrazek 5.6). Nékteré statistické programy umoznuji nastavit délku Usecek (vousu) libovolné,
napf. od minima do maxima véetné odlehlych bodl a vyznacit hodnotu aritmetického priméru datového souboru
(pomoci kfiZku, krouzku, &tvereCku apod.).

Box-and-Whisker Plot

100F ¥ . ! odlehla hodnota
80+ 1
« horni mez vnitfnich hradeb
v 60F 1
L aritmeticky prameér
> 40} u! horni kvartil
median
20¢ ] dolni kvartil
0 * dolni mez vnitfnich hradeb

Obréazek 5.6: Krabicovy graf

Vypovidaci schopnost krabicového grafu je pomérné znacna, pokud je spravné chapana jeho podstata. Pravé pro
pochopeni vypovidaci schopnosti krabicového grafu Ize ve vyuce celkem s uspé&chem pouzit tento pfiklad:

V dneSni bio- dobé, kdy vyrobci oznacuji s oblibou své potraviny pravé pfedponou bio-, mame bio- snad vSechny
druhy potravin. KrkonoSskeé, Beskydské a jiné bio-kravy Zerou jen bio-travu, produkuji bio-hndj - ale také bio-mléko.
Konkurence je velikd, bio-farmafi soupefi o bio-zakaznika nejriznéjsim zpusobem: od mlécnych (samozfejmé bio)
automatd na mléko az po osobni odbér snad rovnou od bio-vemene. Mame-li v rozumném perimetru nékolik
takovych producentd mléka, jak vybrat toho nejlepSiho? Bézny zakaznik rozhodné nebude porovnavat kvalitu,
protoze uz jen fyzikalni a mikrobiologické analyzy by ho finan¢né zruinovaly - navic celkem opravnéné tusi,
Ze vysledky u vSech urcité budou splfhovat pfisné normy EU.

Zakaznik se tedy zaméfi na poctivost prodejce. Zacne odebirat a peclivé méfit pullitrové davky a hodnotit
je metodami, kterym se naucil pfectenim tohoto ¢lanku. Vybere dva jemu nejblizSi prodejce A a B, odebere
od kazdého 100 davek deklarovanych jako pullitrové a z naméfenych skute¢nych objem( necha sestavit krabicové
grafy. Ziska nasledujici (obrazek 5.7):
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Obr. 5.7: Krabicovy graf pullitrovych davek bio-mléka

Stejnou otazku klade autor tohoto ¢lanku svym studentim po vyslechnuti pfednaSky o kvartilech, medianu
a krabicovém grafu. PFiblizné 20 % se jich priklani v prodejci A, aniz vSak dovedou popsat duvod. 80 % prohlasi
za lepsiho prodejce B a zd{vodnuji to tim, Ze mnoho jeho prodejl je témér presné pul litru (to, Ze oba nam alespon
jednou deci ubrali, ale na druhé strané alespon jednou nam deci pfidali - to obé& skupiny studentl shodné
potvrzuji). OvSem na otazku druhé skupiné - kolik nam tedy ze 100 davek prodali skoro pfesné - se ozyvaji tipy
od 90, 94 - a co tfeba 967 Treba i to!

Teprve po nékolikerém pfipomenuti konstrukce krabicového grafu zacnou posluchaci chapat, Ze ony dva nizoucké
obdélniky v pfipadé B reprezentuji 25 % + 25 % = 50 naméfenych hodnot. Tedy krabicovy graf sdéluje, ze
prodejce B nam nejméné z poloviny naméfil skoro uplné pfesné. Dale zobrazuje skuteCnost, Ze nejméné jednou
nam prodal o deci méné a nejméné jednou o deci vice. Jak je to ovSem se zbyvajicimi 24 prodeji pod spravnou
miru a 24 prodeji nad spravnou miru - o tom uz tento tvar krabicového grafu nevypovida. Mohou nastat krajni
pfipady, z nich dva jsou na obrazku 5.8 schematicky znazornény jako B1 a B2:

B1 B2
0,6 = o Oada0

o000 _
05 4 -

OG0l [
04 | o o900

Obr. 5.8: Krajni pripady datovych soubort B
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V pfipadé B1 jen jedina hodnota je extrémné odlehla smérem k minimu, zatimco zbyvajicich 24 je velmi blizko
"stfednim" 50 hodnotam; analogicky smérem k maximu. V pfipadé B2 je tomu naopak: vSech 24 nizkych hodnot
je ttméf u minima a vSech 24 vysokych hodnot je téméf u maxima. Pfiklady dat odpovidajicich grafim B1 a B2
jsou v nasledujicich dvou ¢etnostnich tabulkach:

0.600 1x
0.600 1x 0.595 23x
0.510 24x 0.510 1x
0.500 | 50x 0.500 | 50x
0.490 24x 0.490 1x
0.400 1x 0.405 23x

0.400 1x

Data, jejichz krabicovy graf je B1 Data, jejichz krabicovy graf je B2

Pokud v praxi davaji data krabicovy graf podobny pfipadu B, pak nasledujicim krokem by mél byt rozbor datového
souboru. NejCastéji se zjisti, ze jen nepatrné mnozstvi dat tvofi odlehlé hodnoty (pfipad B1: stadi zjistit pfiCinu
a tyto hodnoty ze souboru vylougit), nebo ze doslo ke smichani dat tfech rdznych soubord do jednoho (pfipad B2:
staCi zpracovat tfi soubory samostatné).

Ovsem i pfipad A stoji za pozornost. Krabicovy graf A totiz vypovida o tom, Ze nejméné 25x nas témeér o deci osidili
- ov8em na druhé strané nam nejméné 25x témér deci pfidali. Jak je to v8ak ve zbyvajicich 50 pfipadech, o tom
krabicovy graf uz nevypovida. Mohou nastat krajni pfipady, z nich dva jsou na obrazku 5.9 schematicky
znazornény jako A1 a A2:

Al A2
06 — I
oo
o000
05 1 5
o0eSa:
04 — ——

Obr. 5.9: Krajni pripady datovych soubort A

V pfipadé A1 je dalSich 25 hodnot témér rovnych velmi malym hodnotam pobliZz minima, a zbyvajicich 25 hodnot
téméF rovnych velmi velkym hodnotam pobliz maxima. V pfipadé A2 je v8ech zbyvajicich 50 hodnot velmi
podobnych nékde v okoli prostfedni hodnoty.

Priklady dat odpovidajicich grafim A1 a A2 jsou v nasledujicich dvou ¢etnostnich tabulkach:

0.600 x 0.600 25x
0.590 1x
0.595 49x
0405 | 29x 0.500 | 48x
0' 200 Tx 0.410 1x
. 0.400 25x
Data, jejichz krabicovy graf je Al Data, jejichz krabicovy graf je A2
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Pokud v praxi davaji data krabicovy graf podobny pfipadu A, pak nasledujicim krokem by mél byt rozbor datového
souboru. NejCastéji se zjisti, ze doSlo ke smichani dat dvou rGznych souborti do jednoho (pfipad A1: staci
zpracovat dva soubory samostatné), nebo ze doslo ke smichani dat tfech riznych soubort do jednoho (pfipad A2:
staCi zpracovat tfi soubory samostatné).

V programu Statgraphics se krabicovy graf vytvofi nasledujicim postupem: Plot—Exploratory Plots—Box-and-
Whisker Plot. V dialogovém okné Box-and-Whisker Plot zadame do fadku Data nazev proménné, pro kterou
chceme krabicovy graf vykreslit a klikneme na OK. Nejrychlej§im zplsobem jak vytvofit krabicovy graf je kliknutim
levou mysi v horni listé s ikonami na ikonu Boxplot (viz obrazek 5.10).

& STATGRAPHICS Plus - Untitled StatFolio - [Box-and-Whisker Plot - VEK] e
ch
L |= al L
maln p u_] nE? H
1 DGEDD = [ e [E]
Analysis Summary
Data variable: UEK
567 ualues ranging fron 9,0 to 98,0 Box-and-Whisker Plot
The StatAdvisor 100 r =
This procedure displays a box-and-whisker plot of a single column
of data. You can create many other graphs and statistics for the data 7
by selecting Describe - Mumeric Data - One-UVariable Analysis from the 8
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Obrazek 5.10: Dialogové okno pro zménu parametru krabicového grafu

Jakmile mame krabicovy graf vytvofen, mlOzZeme si nastavit, zda jej chceme mit zobrazen horizontalnég,
¢i vertikalné. Dale si mizeme nastavit zobrazeni aritmetického priméru a zobrazeni odlehlych hodnot. Jestlize
zadame zobrazeni bez odlehlych hodnot, délky usecek (vousu) budou zobrazeny od minima do maxima vcetné
odlehlych hodnot. Tyto zmény provedeme kliknutim pravou mysi do prostoru vytvofeného krabicového grafu.
V nabidkovém menu zvolime pfikaz Pane Options a v dialogovém okné Box-and-Whisker Plot Options vyklikneme
pfikaz Outlier Symbols (viz obrazek 5.10).

Interpretace krabicového grafu

Diagnostikou krabicového grafu mizeme rozhodnout o symetrii rozdéleni (splnéni predpokladu normality)
datového souboru, identifikovat odlehlé hodnoty, urcit hodnotu medianu, pfipadné aritmetického prameéru.

Mé&jme krabicové grafy, které byly stejné jako histogramy Cetnosti uvedené vyse, vytvoreny na zakladé vysky véku
navstévnika C&tyf rlznych geolokalit. Na obrazku 5.11 je uveden krabicovy graf pro geolokalitu ¢. 1, z néhoz
je patrné, ze soubor dat ma normaini rozdéleni (je symetricky). Normalni rozdéleni pozname podle toho, ze délky
usecek (vousl) jsou stejné, linie znazornujici median déli obdélnik na pfiblizné stejné velké poloviny a hodnota
medianu se rovna hodnoté aritmetického priiméru (40 let). Dale se v souboru nevyskytuji odlehlé hodnoty.
Na zakladé uvedeného grafu muizeme konstatovat, Ze nejvice geolokalitu €. 1 navstévuji turisté ve vékovém
rozmezi mezi 30 az 50 lety, pficemz se zvySujicim a snizujicim vékem navstévnost postupné klesa. Na obrazku
5.12 je uveden krabicovy graf pro geolokalitu €. 2. Dle grafu maji data jednoznacné asymetrické rozdéleni (neni
splnén pfedpoklad normality), zaporné seSikmené k niz§im hodnotam bez pfitomnosti odlehlych hodnot. SeSikmeni
dat k niz§im hodnotam indikuje Usecka pod dolni hranou obdélniku (krabice), ktera je vyrazné del§i nez usecka
nad jeho horni hranou. SeSikmené rozdéleni dat nam také indikuje poloha medianu. Pokud linie znazornujici
median leZi blize k jedné z krajnich linii obdélniku (viku, nebo dnu krabice) jsou data seSikmené v opacném sméru.
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Hodnota medianu (49 let) se v tomto pfipadé nerovna aritmetickému prdméru (47 let). Lze konstatovat,
Ze v pfipadé geolokality ¢. 2 prevazuji turisté z vySSich vékovych kategorii, pfi€¢emz s klesajicim vékem klesa
zaroven i navstévnost. Obrazek 5.13 znazornuje krabicovy graf véku turistd z geolokality ¢. 3. Jedna se opét
0 asymetrické rozdéleni seSikmené k nizSim hodnotam, ovSem v tomto pfipadé zde lze v horni Casti grafu
identifikovat jednu odlehlou hodnotu. Z grafu vyplyva, Ze geolokalita ¢. 3 je nav§tévovana pfevazné turisty vyssiho
véku. Odlehla hodnota nam indikuje, Ze lokalitu zfejmé navstivil jeden turista velmi vysokého véku (98 let). Obrazek
5.14 uvadi krabicovy graf véku navstévnik( geolokality €. 4. Horni Usecka grafu (vous) je vyrazné delSi nez dolni,
median je mirné bliz k dolni strané obdélnika (krabice) a hodnota medianu (25 let) se nerovna aritmetickému
priméru 28 let). Z uvedeného vyplyva, Ze data jsou asymetricky rozdélena s kladnym zeSikmenim k vy$Sim
hodnotdm bez odlehlych hodnot. Z grafu je zfejmé, Zze geolokalitu €. 4 navstévuji pfedevSim turisté nizSich
vékovych skupin, pfi€emz navstévnost geolokality klesa se vzristajicim vékem.
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Obrazek 5.12: Krabicovy graf s asymetrickym zaporné

Obrazek 5.11: Krabicovy graf s normalnim rozdélenim dat «: ° N
sesikmenym rozdélenim dat
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Obrazek 5.13: Krabicovy graf s asymetrickym zaporné sesikmenym Obrazek 5.14: Krabicovy graf s asymetrickym kladné
rozdélenim dat s jednou odlehlou hodnotou seSikmenym rozdélenim dat

V programu Statgraphics Ize také vytvofit krabicové grafy pro vice datovych souborli v ramci jednoho obrazku.
Jedna se o tzv. vicenasobny krabicovy graf (Multiple Box and Whisker Plot), ktery umoznuje provést prizkumovou
analyzu pro jednotlivé datové soubory a zarovern porovnat datové soubory mezi sebou. Vzajemnym srovnanim
vytvofenych krabicovych grafil mizeme odhadnout, zda jsou jednotlivé analyzované proménné podobné,
¢i rozdilné atd.

Pokud chceme vicenasobny krabicovy graf vytvofit v programu Statgraphics, je nutné nejprve specifickym
zplsobem pfipravit data v pracovnim sesité. Data jednotlivych proménnych musi byt vioZzeny pouze do jednoho
sloupce pod sebou. V druhém sloupci musi byt jednotlivym proménnym pfifazen €iselny kod, neboli faktor (napf. 1,
2, 3 atd.), za U€elem jejich rozliSeni. Na obrazku 5.15 je znazornén pracovni sesit, ve kterém jsou v prvnim sloupci
vloZzeny hodnoty zjiSténych véka navstévnikd na ¢&tyfech rlznych geolokalitdch (data jsou stejna, jako
v pfedchozich étyfech vzorovych pfikladech krabicovych grafl). Ve druhém sloupci maji data prvni proménné, tedy
hodnoty vékl navstévnikl zjisténé na prvni geolokalité, pfifazen faktor 1. Data z druhé geolokality maji pfifazen
faktor 2, data z tfeti geolokality faktor 3 a data ze Ctvrté geolokality faktor 4. Sloupec s faktory si mizeme nazvat
libovolné, napf. "Geolokalita".
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Obrazek 5.15: Pracovni sesit s daty a dialogové okno pro vytvoreni vicendsobného krabicového grafu

Nyni muzeme nasledujicim postupem vytvofit vicenasobny krabicovy graf: Plot—Exploratory Plots—Multiple Box-
and-Whisker Plot. Otevie se dialogové okno Multiple Box-and-Whisker Plot. Zde si do fadku Data zadame nazev
sloupce, ve kterém mame zadany hodnoty vSech proménnych (zjiStény vék navstévnikl na vSech cCtyfech
lokalitach). Do fadku Level codes zadame néazev sloupce, ve kterém mame zadany faktory (Eiselné kody pro
jednotlivé geolokality) a klikneme na OK (viz obrazek 5.15).

Obrazek 5.16 uvadi vysledny vicenasobny krabicovy graf. V uvedeném grafu jsou patrné vyznamné rozdily
zjisténého véku navstévnik( na jednotlivych geolokalitach. Druha a tfeti geolokalita se od ostatnich liSi vySSim
vékem navstévnikl a ctvrtou geolokalitu navstévuji vyrazné mladsi navstévnici nez je tomu u ostatnich
sledovanych geolokalit. Déle je z grafu patrné, ze vySka obdélniku krabicového grafu prvni geolokality je zfetelné
mensi, nez u ostatnich. To znacdi, ze data zprvni sledované geolokality vykazuji nizSi stupen variability
(proménlivosti) nez ostatni soubory dat. Interpretace jednotlivych krabicovych grafii je totozna s interpretaci
uvedenou v predchozim textu pro obrazky 5.11 az 5.14.
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Obrazek 5.16: Vicenasobny krabicovy graf

5.1.3 Normalni pravdépodobnostni graf

Normalni pravdépodobnostni graf (normal probability plot), nazyvany také jako rankitovy graf, umoziuje velmi
presné rozhodnout, zda data souboru pochazeji z normalniho rozdéleni. Graf je zalozen na kumulativni distribuéni
funkci normovaného normalniho rozdéleni (Forthofer et al., 2007). Pfi jeho konstrukci jsou na osu x vynaseny
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skute¢né namérené hodnoty, které jsou vzestupné sefazeny. Na osu y jsou vynaSeny kumulativni procenta kvantil(
normovaného normalniho rozdéleni. V nékterych statistickych programech (v€etné programu Statgraphics)
je mozné v grafu vykreslit idealni pfimku, na které by v pfipadé normalniho rozdéleni meély zobrazené body lezet.

Normalni pravdépodobnostni graf vytvofime v programu Statgraphics nasledujicim postupem: Plot—Exploratory
Plots—Normal Probability Plot. V dialogovém okné Normal Probability Plot zadame do fadku Data nazev
proménné, pro kterou chceme graf vykreslit a klikneme na OK. V grafu se idealni pfimka normalniho rozdéleni
zobrazuje automaticky. Jestlize chceme mit graf vykresleny bez této pfimky, klikneme pravou mysi do prostoru
grafu. Zobrazi se nabidkové menu, zvolime Pane Options a v dialogovém okné Normal Probability Plot Options
zatrhneme v nabidce Fitted Line polozku None. Déale zde v nabidce Direction miZzeme zménit uspofadani os
(tzn. zaménit pozici osy x za y).

Interpretace normalniho pravdépodobnostniho grafu

Diagnostikou normalniho pravdépodobnostniho grafu muzeme rozhodnout o normalité datového souboru
a identifikovat pfitomnost vyznamné odlehlych hodnot. V pfipadé&, Ze zobrazena data vytvafi pfimku, je rozdéleni
dat normalni. Pokud se data seskupuji do konkavni kfivky, jedna se o asymetricky rozdélena data s kladnym
zeSikmenim. Asymetricky rozdélena data se zapornym zeSikmenim budou v grafu vytvaret konvexni kfivku. Silné
odlehlé hodnoty se zobrazi jako body vyznamné vzdalené od ostatnich.

Mé&jme normalni pravdépodobnosti grafy, které byly vytvofeny na zakladé datovych soubor obsahujicich vék
navstévnikd, vzdalenost od mista bydlisté a celkovych nakladi na navstévu vybrané technické pamatky. Obrazek
5.17 uvadi graf véku navstévnikl, ve kterém se vykreslené body velmi tésné pfimykaji idealni pfimce. Rozlozeni
bodl v grafu je typické pro soubor dat s normalnim rozdélenim. Na obrazku 5.18, ktery zobrazuje vzdalenost
od mista bydlisté navstévnikl, body v grafu vykresluji konkavni kfivku. Jedna se tedy o asymetrické rozdéleni dat
kladné seSikmené k vySSim hodnotam. V grafu Ize identifikovat jednu extrémné odlehlou hodnotu vpravo
(bod je vyznamné vzdalen od ostatnich), ktera je zplsobena velmi vzdalenym bydli§tém jednoho z navstévniku.
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Obrazek 5.17: Normalni pravdépodobnostni graf — normalni Obrazek 5.18: Normalni pravdépodobnostni graf — asymetrické
rozdéleni rozdéleni kladné seSikmené
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Obrazek 5.19: Normalni pravdépodobnostni graf — asymetrické rozdéleni zaporné sesikmené
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Na obrazku 5.19, jez znazornuje graf celkovych nakladi na navstévu, jsou body sefazeny do konvexni kFivky.
Konvexni tvar kfivky znaci, ze soubor dat je asymetricky rozdélen se zapornym zeSikmenim k niZzSim hodnotam.
Graf jednoznacné indikuje pfitomnost jedné extrémné odlehlé hodnoty vpravo. Odlehla hodnota je v tomto pFipadé

zpusobena velmi vysokymi naklady jednoho z dotazovanych navstévnika.

5.1.4 Jednorozmérny bodovy graf

Jednorozmérny bodovy graf (scatterplot) je jednorozmérnou projekci zkoumanych hodnot do osy x. Pfestoze
se jedna o pomérné jednoduchy graf, ma velkou vypovidaci schopnost. Pfi jeho konstrukci jsou na osu x vynaseny
realné nameéfené hodnoty. Ve sméru osy y jsou jednotlivé hodnoty nahodné rozprostfeny (rozmitnuty)
prostfednictvim generatoru nahodnych c&isel. Rozprostfeni zamezuje prekryvani jednotlivych dat v grafu a tim
zvysuje jeho vypovidaci schopnost.

V prostfedi programu Statgraphics vytvofime jednorozmérny bodovy graf klikem levou mySi na pfikaz:
Plot—Scatterplots—Univariate Plot. V dialogovém okné Univariate Plot zaddme do Fadku Data nazev proménné,
pro kterou chceme graf vykreslit a klikneme na OK.

Interpretace jednorozmérného bodového grafu

Diagnostikou tohoto grafu mulzeme velmi jednoduSe rozhodnout o symetrii rozdéleni, identifikovat lokalni
koncentrace dat (shluky) a odhalit pfitomnost odlehlych hodnot.

Méjme jednorozmérné bodové grafy, které byly vytvofeny na zakladé stejnych datovych souborl jako v pfipadé
normalnich pravdépodobnostnich grafu interpretovanych vySe. Z grafu na obrazku 5.20 je patrné, Ze zobrazend
data tvofi mrak bodu bez zahusténi a vzdalenych bodd. Mdzeme fFici, Ze soubor dat ma normailni rozdéleni bez
pritomnosti odlehlych hodnot. Z grafu jednoznacné vyplyva, ze vékové rozmezi navstévniki hodnocené technické
pamatky je pfiblizné 20 az 60 let. V grafu na obrazku 5.21 mizeme vidét mrak bodu se zahusténim v jeho levé
¢asti (mezi hodnotami 5 az 65), pfiCemz v pravé Casti se nachazi jeden vyznamné vzdaleny bod. Jedna se tedy
o soubor dat, ktery ma asymetrické rozdéleni kladné seSikmené s pfitomnosti jedné odlehlé hodnoty. Z grafu
vyplyva, Ze prevazna vétSina navstévnik( byla ze vzdalenosti 5 az 65 km od mista bydlisté, pficemz jeden
navstévnik byl od mista svého bydlisté vzdalen pfiblizné 362 km.

Na obrazku 5.22 mizeme vidét mrak bodl se zahusténim v jeho pravé &asti (cca mezi hodnotami 730 az 830)
a jednim vzdalenym bodem napravo od mraku. Zde se jedna o asymetrické rozdéleni zaporné seSikmené s jednou
odlehlou hodnotou. Z uvedeného grafu vyplyva, Ze pfevazna ¢ast navstévnikl utratila za navstévu dané technické
pamatky pfiblizné 730 az 830 K&. Jeden navstévnik zfejmé utracel vice nez ostatni a navstéva ho stéla
cca 1000 K¢ (viz odlehla hodnota v pravé &asti grafu). V pfipadé, ze bychom v grafu méli dva, ¢&i vice oddélenych
mrakd bodd, jednalo by se bimodalni, pfipadné vicemodalni rozdéleni (vice oddélenych shlukl bodl). U tohoto
rozdéleni je nejlepsi cestou pro spravné statistické vyhodnoceni rozdélit data do samostatnych soubort a nasledné
analyzovat kazdy soubor samostatné.
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Obrazek 5.20: Jednorozmérny bodovy graf — normalni 5.21: Jednorozmérny bodovy graf — asymetrické rozdéleni kladné
rozdéleni seSikmené
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Obrazek 5.22: Jednorozmérny bodovy graf — asymetrické rozdéleni zaporné seSikmené

Veskeré vySe uvedené typy grafli Ize v programu Statgraphics zobrazit najednou pomoci analyzy jedné proménné.
Postup je nasledujici: klikneme levou mysSi na pfikaz Describe v jednofadkovém textovém menu a nasledné:
Numeric Data—One-Variable Analysis. V dialogovém okné One-Variable Analysis zadame do fadku Data nazev
proménné, pro kterou chceme grafy vykreslit a klikneme na OK.

Vystup analyzy se zobrazi ve &tyfech rGznych oknech (viz obrazek 5.23). V hornim pravém okné se zobrazi
jednorozmérny bodovy graf (Scatterplot), v dolnim pravém okné krabicovy graf (Box-and-Whisker Plot). V levém
hornim okné se zobrazi souhrnny popis provedené analyzy (Analysis Summary) a v levém dolnim okné souhrn
zakladnich popisnych charakteristik souboru (Summary Statistics). V levych oknech se vzdy nachazi odstavec
se slovnim komentafem (The StatAdvisor). Komentaf Ize s vyhodou vyuZit pfi nasledné interpretaci provedenych
analyz.
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Obrazek 5.23: Vystup analyzy jedné proménné a dialogova okna s nabidkami

Pokud chceme zobrazit dalSi typy grafi (napf. histogram Cetnosti apod.) klikneme levou mysi na ikonu Graphical
options. Nasledné v zobrazeném dialogovém okné zatrhneme typy grafu, které chceme vykreslit (viz obrazek 5.23).
Jestlize chceme zobrazit vice popisnych charakteristik souboru, nez je standardné programem nabizeno, klikneme
pravou mySi do prostoru levého dolniho okna (Summary Statistics) a v nabidce zvolime Pane Options.
V dialogovém okné Summary Statistics Options zatrhneme pozadované popisné statistiky.

Program Statgraphics umoznuje vysledné grafy dale graficky upravovat. Mizeme si zménit nazev grafu, popis os,
velikost a styl pisma, barvy &ar, grafické symboly apod. Upravu provedeme kliknutim pravou mysi do prostoru
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vybraného grafu a v nabidce zvolime Graphics Options. Zobrazi se dialogové menu se zalozkami, pomoci kterych
graf upravime dle naSich pozadavkl a pfedstav. Nasledné ulozeni provedeme kliknutim pravou mysSi do prostoru
vybraného grafu. Zobrazi se nam nabidka, v jejiz doIni ¢asti najdeme pfikaz Save Graph. Po zvoleni tohoto
pfikazu mizeme dany graf ulozit pod nami vybranym nazvem v jednom z nabizenych formata, napf. wmf, JPG,
png a dalsi.

5.1.5 Kvantilovy graf

Kvantilovy graf (Quantile Plot) slouzi pfedevsim ke zjiSténi, zda data pochazi z uréitého typu rozdéleni. Na osu x
se vynasi poradkova statistika sledované proménné a na osu y kumulativni pravdépodobnost teoretického
rozdéleni. Ve vétSiné statistickych programi je v grafu defaultné znazornéna teoreticka kfivka odpovidajici
normalnimu rozdéleni. V pfipadé, Ze se vykreslené body sledované proménné tésné pfimykaji teoretické kfivce
normalniho rozdéleni, mizeme rozdéleni analyzovaného datového souboru povazovat za normalni.

V programu Statgraphics vytvofime kvantilovy graf klikem levou mySi na pfikaz: Describe—Distributions—
Distribution Fitting (Uncensored Data). V dialogovém okné Distribution Fitting (Uncensored Data) zadame do fadku
Data nazev proménné, pro kterou chceme graf vykreslit a klikneme na OK. Zobrazi se nam vystup analyzy
ve standardnim nastaveni obsahujici Ctyfi okna. Nyni klikneme na ikonu Graphical options. Nasledné v dialogovém
okné Graphical Options zatrhneme nabidku Quantile plot.

Program Statgraphics umoznuje vykreslit teoretickou kfivku i pro jina rozdéleni (lognormalni, exponencialni atd.).
V pfipadé, Zze chceme rozdéleni souboru dat srovnat s jinym rozdélenim nez normalnim, klikneme pravou mysi
do prostoru grafu. V nabidce zvolime Analysis Options. Zobrazi se nabidkové menu Probability Distributions
Options, ve kterém si zatrhnutim zvolime poZadovany typ rozdéleni.

Interpretace kvantilového grafu

Diagnostikou kvantilového grafu muzeme rozhodnout pfedevS§im o charakteru rozdéleni dat, homogenité
a pritomnosti odlehlych hodnot.

Méjme kvantilové grafy, jez byly vytvofeny (stejné jako v predchozich pfikladech) na datovych soubord
obsahujicich vék navstévnikud, vzdalenost od mista bydlis§té a celkovych nakladi na navstévu vybrané technické
pamatky.

V kvantilovém grafu na obrazku 5.24 je zfetelné vidét, Ze zobrazena data nevytvareji oddélené shluky a dobfe
se pfimykaji teoretické kfivce normalniho rozdéleni. TaktéZ zde neni pfitomna hodnota vyrazné vzdalena
od ostatnich. Analyzovany soubor dat méa tedy normalni rozdéleni, je homogenni bez pfitomnosti odlehlych hodnot.
Na obrazku 5.25 se data teoretické kfivce nepfimykaji a jsou sefazeny do konkavniho tvaru. V pravé ¢asti grafu Ize
identifikovat jednu vyznamné vzdalenou hodnotu. Zde ma soubor dat jednoznacné asymetrické rozdéleni
s kladnym zeSikmenim k vyS§im hodnotdm s jednou odlehlou hodnotou. Kvantilovy graf na obrdzku 5.26
znazorfiuje data s asymetrickym rozdélenim, jez jsou zaporné zeSikmena k niz§im hodnotam (data se nepfimykaji
teoretické kfivce normalniho rozdéleni a jsou sefazeny do konvexni kfivky). Dale je zde pfitomna jedna odlehla
hodnota (jeden vzdaleny bod v pravé ¢asti grafu).
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Obrazek 5.24: Kvantilovy graf — normalni rozdéleni 5.25: Kvantilovy graf — asymetrické rozdéleni kladné sesikmené
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5.1.6 Kvantil-kvantilovy graf

Kvantil-kvantilovy graf (Quantile-Quantile Plot), velmi €asto oznaCovan také jako Q-Q graf (Q-Q Plot), slouZzi
predevSim k posouzeni shody rozdéleni souboru dat s vybranym teoretickym rozdélenim. Zpravidla se pro
teoretické rozdéleni voli rozdéleni normalni. Pfi jeho konstrukci se na osu x vynas$i kvantily zvolené distribuéni
funkce. Na osu y se vynasi kvantily pozorované distribuce sledované proménné. Grafem prochazi teoreticka kfivka
zvolené distribuéni funkce. V pfipadé, Ze se vykreslené body sledované proménné tésné pfimykaji teoretické
kfivce, rozdéleni souboru dat odpovida zvolenému teoretickému rozdéleni.

V programu Statgraphics vytvofime kvantil-kvantilovy graf stejnym postupem jako v pfipadé kvantilového grafu:
Describe—Distributions—Distribution Fitting (Uncensored Data). Po zobrazeni dialogového okna Graphical Options
zatrhneme nabidku Quantile-Quantile Plot. Volbu rozdéleni pro teoretickou kfivku provedeme stejnym postupem,
jenz je uveden u kvantilového grafu.

Interpretace kvantil-kvantilového grafu

Timto grafem diagnostikujeme predevSim charakter rozdéleni dat souboru. Dale mizeme rozhodnout
0 homogenité souboru a pfitomnosti odlehlych hodnot.

Méjme kvantil-kvantilové grafy, jez byly vytvofeny na zakladé stejnych datovych soubort jako v pfFipadé
kvantilovych grafl. Na obrazku 5.27 je uveden kvantil-kvantilovy graf pro soubor dat s normalnim (symetrickym)
rozdélenim, homogenni, bez pfitomnosti odlehlych hodnot.

Quantile-Quantile Plot
B0

80 L T T

40 /
f e

20 e

VEK

0 E et S S S .. |
] 20 40 60 80
Normal distribution
Obrazek 5.27: Kvantil-kvantilovy graf — normalni rozdéleni

Obrazek 5.28 znazoruje graf pro soubor dat s asymetrickym rozdélenim kladné seSikmenym. V horni ¢asti grafu
Ize identifikovat jednu odlehlou hodnotu. Obrazek 5.29 znazorriuje graf pro soubor dat s asymetrickym rozdélenim
zaporné seSikmenym, pficemz v horni ¢asti grafu Ize opét identifikovat jednu odlehlou hodnotu.
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5.1.7 Numericka metoda ovéreni normality

O normalité (symetrii) datového souboru Ize rozhodnout na zakladé vypoctenych hodnot koeficientd Sikmosti
(skewness) a 3Spicatosti (kurtosis). Koeficient Sikmosti udava, do jaké miry jsou hodnoty souboru rovhomérné
rozptyleny kolem stfedu. Symetrické rozdéleni ma hodnotu koeficientu Sikmosti pfiblizné rovnou nule. V pfipadé
kladné hodnoty koeficientu je datovy soubor rozdélen asymetricky s kladnym zeSikmenim k vy3Sim hodnotam.
V pfipadé zaporné hodnoty koeficientu ma soubor asymetrické rozdéleni se zapornym zeSikmenim Kk nizSim
hodnotam. Koeficient Spi¢atosti udava, s jakou hustotou jsou hodnoty souboru rozptyleny kolem stfedu. Kladna
hodnota koeficientu indikuje rozdéleni dat 3Spi¢atéjsi a zaporna hodnota rozdéleni dat plossi neZ je normalni
rozdéleni. Normalni rozdéleni dat ma tedy hodnoty koeficientl Sikmosti a Spicatosti pfiblizné rovny nule.

V prostfedi programu Statgraphics hodnoty uvedenych koeficientd ziskame nasledujicim postupem:
Describe—Numeric Data—One-Variable Analysis. V dialogovém okné One-Variable Analysis zadame do fadku
Data nazev proménné, pro kterou chceme hodnoty koeficientll vypocist a klikneme na OK. V levém dolnim okné
Summary Statistics nalezneme vypoc¢tenou hodnotu koeficientu Sikmosti pod pojmem Skewness a hodnotu
koeficientu SpiCatosti pod pojem Kurtosis. Pokud se ndmi poZzadované hodnoty nezobrazi, klikneme pravou mysi
do prostoru okna a v nabidce zvolime Pane Options. V dialogovém okné Summary Statistics Options zatrhneme
pozadované popisné statistiky (viz obrazek 5.23).

Hodnoty uvedenych koeficientd je mozné vypocist i v tabulkovém procesoru Excel. V pracovnim sesité vypocteme
koeficient Sikmosti pro zvolena data viozenim funkce SKEW a koeficient Spi¢atosti viozenim funkce KURT.

5.2 Statisticke testy

Statistickymi testy ovéfujeme zakladni pfedpoklady o datovém souboru. Jedna se predevsim o testovani normality
datového souboru, nezavislosti, testy odlehlych hodnot apod. Klasické metody statistické analyzy jsou obvykle
zaloZeny na predpokladu normality rozdéleni datového souboru, proto mezi nejvyznamnéjsi z uvedenych testl
patfi pravé testy normality. Statistické testy jsou zpravidla méné citlivé na porusSeni pfedpokladi normality nez
diagnostické grafy. Proto je vzdy dllezité nejprve provést diagnostiku grafu a tyto zavéry nasledné ovéfit pomoci
statistickych testu.

Statistické testy se provadéji pomoci testovani statistickych hypotéz. Zakladem je statisticka hypotéza, ktera
predpoklada napf. urcité rozdéleni dat, homogenitu, nezavislost atd. Nejprve vyslovime hypotézu Hgy, ktera
formuluje nas predpoklad - napf. soubor dat ma normalni rozdéleni. Hypotéza H, se nazyva nulova hypotéza,
pfipadné testovana hypotéza. Nasledné proti hypotéze H, vyslovime hypotézu H,, ktera je opacna - napf. soubor
dat nema normalni rozdéleni. Hypotéza H, se nazyva alternativni hypotéza. Nyni testujeme platnost hypotézy Hy
proti Ha. V pfipadé, ze pfijmeme hypotézu H, zamitame H,, Cili Hy je pravdiva. V pfipadé, Zze zamitneme Hy
prijimame Hy, Cili Hg je nepravdiva.

PFi testovani hypotéz se mizeme dopustit dvou chyb: chyby 1. druhu a chyby 2. druhu. Chyba 1. druhu znamena,
Ze zamitneme hypotézu H, i kdyz je pravdiva. Chyba 1. druhu se oznacuje feckym pismenem a a nazyva
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se hladina vyznamnosti. Chyba 2. druhu znamena, ze pfijmeme hypotézu Hy i kdyzZ je nepravdiva. Chyba 2. druhu
se oznacuje feckym pismenem [ a nazyva se sila testu a je dana Cislem 1 - B. PFi statistickém testovani
se standardné postupuje tak, Ze si zvolime dostate¢né nizkou hodnotu hladiny vyznamnosti a. Hladina
vyznamnosti a se obvykle voli rovna 0,05 (pfipadné 0,01) a zahrnuje tak 5% (1%) pravdépodobnost vyskytu chyby
1. druhu. Jelikoz obé chyby spolu vzajemné souvisi, urime takto i chybu 2. druhu B. Vz4jemnou zavislost obou
uvedenych chyb znazorriuje obrazek 5.30.

N

H H

0 1
Obrazek 5.30: Vzdjemna zavislost hladiny vyznamnosti a a sily testu 8

Testovani hypotézy Hy vs. Ha mlUzeme provést dvéma zpuUsoby. Prvni zplsob (evropské testovani) vyuziva
pro uréeni platnosti hypotézy testovaci kritérium. Testovani hypotéz se provede srovnanim vypocétené hodnoty
(testovaci kritérium) s kritickou tabelarni hodnotou. V pfipadé, zZe vypoc¢tena hodnota je niz$i nez kriticka tabelarni
hodnota, hypotézu H, pfijimame na dané hladiné vyznamnosti. Pokud je vypoc¢tena hodnota vySsi nez kriticka
tabelarni hodnota, hypotézu Hy, zamitame a pfijimame hypotézu H, na dané hladiné vyznamnosti. Druhy zplsob
(americké testovani) vyuziva pro testovani p-hodnotu (p-value). p-hodnotu Ize definovat, jako spoctenou hladinu
vyznamnosti, na které bylo je$t¢ mozné pfi danych naméfenych hodnotach zamitnout nulovou hypotézu Hy
(Pavlik, 2005). Je-li vypoétena p-hodnota vétSi nez zvolena hladina vyznamnosti a hypotézu H, pfijimame.
V pfipadé, ze p-hodnota je menS$i nez a, hypotézu Hy zamitame a pfijimame alternativni hypotézu Hp,

5.2.1 Testy nezavislosti

Pfi statistické analyze dat se pfedpoklada, Zze data ve zpracovavaném souboru jsou nahodnym vybérem a tedy
nejsou na sobé vzajemné zavisla. PFicinou vzniku zavislosti (tzv. autokorelace) muze byt napfiklad nenahodny
vybér dotazovanych turisti, nestabilita méficiho pfistroje, vliv vnéjSich faktorl (teplota, tlak, specificka obdobi —
prazdniny, vikendy atd.). Zavislost dat v souboru mlze pfi statistické analyze vést k nadhodnoceni odhadu
a zkresleni interpretovanych vysledkd. V pfipadé, Zze se zavislost v datech prokaze, je nutné zkontrolovat cely
postup vedouci k jejich ziskani a hloubéji analyzovat jeji pfiiny. Test nezavislosti se nejcastéji provadi pomoci
testovani autokorelacnich koeficientl (Otyepka et al., 2013).

Program Statgraphics nabizi pro testovani nezavislosti tfi druhy testl: medianovy test (Runs above and below
median), test zaloZeny na bodech zvratu (Runs up and down) a Box-Pierce(lv test (Box-Pierce Test). Uvedené
testy Ize provést nasledujicim postupem: klikneme levou mysi na pfikaz Special v jednofadkovém textovém menu
a nasledné Time-Series Analysis—Descriptive Methods. V dialogovém okné Descriptive Methods zadame do Fadku
Data nazev proménné, pro kterou chceme testy provést a klikneme na OK. Zobrazi se nam vystup analyzy
obsahujici Etyfi okna. Nyni klikneme levou mysi na ikonu Tabular options (druha ikona zleva v horni li§té vystupu).
Zobrazi se dialogové okno Tabular Options, ve kterém v nabidce zatrhneme Tests for Randomness. Po téchto
Ukonech se v levé Casti zobrazi dal$i okno s vysledky testd (viz obrazek 5.31). Dvojklikem levou mysi do prostoru
okna se vysledky zobrazi pfes celou levou €ast pracovniho prostfedi.
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Obrézek 5.31: Testy nezavislosti — dialogovd okna s nabidkami a vystup testu nezavislosti

Interpretace testll nezavislosti

Priklad: Pro testovani byl zadan datovy soubor obsahujici vék 588 navstévnik( sledované geolokality, ziskany

v ramci dotaznikového priizkumu.

Vysledky testovani (Tests for Randomness of VEK):
1) Runs above and below median
Median = 40,0
Number of runs above and below median = 270

Expected number of runs = 283,35
Large sample test statistic z = -1,08278
P-value = 0,278906

2) Runs up and down

Number of runs up and down = 381

Expected number of runs = 391,0

Large sample test statistic z = -0,931402
P-value = 0,351644

3) Box-Pierce Test

Test based on first 24 autocorrelations
Large sample test statistic = 23,8214
P-value = 0,471847
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Vyhodnoceni testu: Program Statgraphics vyjadfuje vysledky testd pomoci p-hodnoty. VSechny tfi testy maji
vypoctenou p-hodnotu vy3s8i nez 0,05, coz znamend, Ze pfijimame nulovou hypotézu Hy, (Hy = data jsou
nezavisla). Provedenymi testy bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, Ze data jsou nezavisla.

Na rozdil od jinych statistickych programu program Statgraphics pfimo nabizi v odstavci The StatAsvisor viastni
interpretaci provedenych analyz a testq, které Ize pfi zpracovavani experimentalnich dat s vyhodou vyuzit.

Vysledky pro vySe uvedeny pfiklad:
»Three tests have been run to determine whether or not VEK is a random sequence of
numbers. A time series of random numbers is often called white noise, since it contains
equal contributions at many frequencies. The first test counts the number of times the
sequence was above or below the median. The number of such runs equals 270, as compared
to an expected value of 283,35 if the sequence were random. Since the P-value for this
test is greater than or equal to 0.10, we cannot reject the hypothesis that the series
is random at the 90% or higher confidence level. The second test counts the number of
times the sequence rose or fell. The number of such runs equals 381, as compared to an
expected value of 391,0 if the sequence were random. Since the P-value for this test is
greater than or equal to 0.10, we cannot reject the hypothesis that the series is random
at the 90% or higher confidence level. The third test is based on the sum of squares of
the first 24 autocorrelation coefficients. Since the P-value for this test is greater
than or equal to 0.10, we cannot reject the hypothesis that the series is random at the
90% or higher confidence level.™

5.2.2 Testy normality

Rada statistickych analyz a testtl je zaloZena na predpokladu normality datového souboru. NespInéni predpokladd
normality mdze byt zpudsobeno jak pfitomnosti odlehlych hodnot tak vlastnim rozdélenim datového souboru.
V pfipadé, Ze je normalita splnéna, mGzeme pouzit klasické metody statistické analyzy a parametrické testy. Pokud
v8ak normalita spinéna neni, je nutné pouzit bud neparametrické metody statistické analyzy a neparametrické
testy, vyloucit odlehlé hodnoty (viz podkapitola 5.3 Odlehlé hodnoty a jejich identifikace), nebo se pokusit
dos&hnout normality datového souboru pomoci vhodné transformace dat (viz podkapitola 5.4 Transformace).

O spInéni normality datového souboru rozhodujeme pfedevsSim na zakladé grafickych diagnostik. Nasledné pak
za UCelem potvrzeni téchto zavért provadime testovani pomoci testd normality. Testd normality existuje velké
mnozstvi napf. Kolmogorov-Smirnovuy test, Lillieforstv test, Shapiro-WilkGv test, Anderson-Darlingav test a dalsi.
V nasledujicim textu budou popsany a vysvétleny pouze testy, které Ize provést v programu Statgraphics. VeSkeré
nize uvedené testy testuji hypotézu Hy = soubor dat ma normaini rozdéleni proti Hy = soubor dat nema normalni
rozdéleni.

Kolmogorov-Smirnoviv test ((Kolmogorov-Smirnov Test; K-S test) - je neznaméjSim a nejpouzivanéj$im
testem normality. Je zalozen na testovani nejvétsiho rozdilu (v absolutni hodnoté) mezi pozorovanou a teoretickou
kumulativni distribuéni funkci. K-S test se obvykle pouziva v pfipadé malych datovych soubor(, které obsahuji
méné nez 50 hodnot (n < 50) (Miller a Miller, 2010).

V programu  Statgraphics provedeme K-S test nasledovné: Describe—Distributions—Distribution Fitting
(Uncensored Data). V dialogovém okné Distribution Fitting (Uncensored Data) zadame do fadku nazev proménné
a klikneme na OK. V dolni ¢asti levého okna se nasledné zobrazi vysledek K-S testu.

Priklad: Pro testovani byl zadan datovy soubor obsahujici vzdalenost od mista bydlisté 48 navstévnik( sledované
geolokality, ziskany v ramci dotaznikového prazkumu.

Vysledky testovani:

EDF Statistic Value Modified Form P-value
Kolmogorov-Smirnov D 0,178964 3,22305 <0,01*
Anderson-Darling A"2 23,7551 23,8108 0,0000*



Vyhodnoceni testu: Z vysledku K-S testu vyplyva, ze vypoétena p-hodnota (<0,01) je mensi nez 0,05.
Cili zamitame hypotézu H, ve prospéch alternativni hypotézy Ha.

Zavér: Provedenim Kolmogorov-Smirnovova testu bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, Ze data nelze
povazovat za vybér s normalnim rozdélenim.

Anderson-Darlingav test (Anderson-Darling Test; A-D test) - je modifikaci Kolmogorov-Smirnovova testu.
Zasadni rozdil mezi témito dvéma testy spociva v tom, Zze A-D test pouziva specifické kritické hodnoty pro vSechny
distribuce. A-D test klade vétSi diraz na konce rozdéleni datového souboru a je pfisnéjsi (citlivéjSi na odchylky
od normality) nez K-S test. Test je vhodny pro datové soubory, které obsahuji vice nez 50 hodnot (n > 50) (Razali
a Wah, 2011).

V programu Statgraphics provedeme A-D test totoznym postupem jako u K-S testu, pficemz vysledky se zobrazi
pfimo pod vysledky K-S testu (viz vysledky testovani K-S testu uvedené vysSe). Z vySe uvedeného vysledku testu je
zfejmé, ze p-hodnota 0,0000 je mensi nez 0,05 a my zamitdme hypotézu H, ve prospéch hypotézy H, Zavér testu
zni: Provedenim Anderson-Darlingova testu bylo s 95% statistickou jistotou prokdzano, Ze datovy soubor nelze
povazovat za vybér s normalnim rozdélenim.

Chi-kvadrat test dobré shody (Chi-Square Test; x’-test) - je zaloZen na testovani shody mezi teoretickymi
a pozorovanymi &etnostmi pomoci testadniho kritéria x° (chi-kvadrat). Chi-kvadrat test je vhodny predevsim
pro velké datové soubory, které obsahuji vice nez 50 hodnot (n > 50) (Miller a Miller, 2010).

V programu Statgraphics provedeme chi-kvadrat test opét stejnym postupem jako u pfedchozich dvou testd,
¢ili Describe—Distributions—Distribution Fitting (Uncensored Data). Vysledek testu se zobrazi v dolni ¢asti levého
okna.

Priklad: Pro testovani byl zadan datovy soubor obsahujici polty navstévniki-cyklisti sledované geolokality,
ziskany v ramci dotaznikového prazkumu v prabéhu 200 po sobé nasledujicich dnua.

Vysledky testovani:
Chi-Square Test

Lower Upper Observed Expected

Limit Limit Frequency Frequency Chi-Square
at or below -7,3901 0 22,22 22,22

-7,3901 13,116 19 22,22 0,47

13,116 28,1374 70 22,22 102,72

28,1374 41,2263 38 22,22 11,20

41,2263 53,7937 17 22,22 1,23

53,7937 66,8826 17 22,22 1,23

66,8826 81,904 7 22,22 10,43

81,904 102,41 11 22,22 5,67
above 102,41 21 22,22 0,07
Chi-Square = 155,231 with 6 d.T. P-value = 0,0

Vyhodnoceni testu: Z vysledku chi-kvadrat testu vyplyva, Ze vypoctena p-hodnota 0,0 je mensi nez 0,05.

Zavér: Provedenim chi-kvadrat testu bylo na hladiné vyznamnosti 0,05 prokazano, ze data nelze povazovat
za vybér s normalnim rozdélenim.

Shapiro-Wilkav test (Shapiro-Wilk Test; S-W test) - patfi mezi nejpfisnéjSi testy normality. Je zalozen
na testovani kvantili normalni distribuéni funkce s kvantily experimentélnich dat pomoci testovaciho kritéria W.
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S-W test je vhodny pro testovani normality soubor(i obsahujicich méné nez 50 hodnot (n < 50) (Razali
a Wah, 2011). S-W test patfi mezi nekvalitnéjSi a nejpouzivanéjsi testy normality pro malé soubory dat.

V programu Statgraphics provedeme S-W test nasledujicim postupem: Describe—Distributions— Distribution Fitting
(Uncensored Data). V dialogovém okné Distribution Fitting (Uncensored Data) zadame do fadku Data nazev
proménné a klikneme na OK. Zobrazi se nam vystup analyzy ve ¢tyfech riznych oknech. Nyni klikneme levou mysi
na ikonu Tabular options a v nabidce Tabular Options zatrhneme Tests for Normality. V levé ¢asti se zobrazi nové
okno s vysledkem S-W testu (viz obrdzek 5.32).

a7 | 1 R ]
we[ [ Row

S ——

48 values ranging from 695,08 to 186808,0 -
¥ Analysis Summary

Fitted normal distribution:

mean = 765,948
standard deviation = 44,6121 ¥ Tests for Normality

¥ Goodness-of-Fit Tests J
The StatAdvisor [~ Taill Areas

This analysis shows the results of fitting a normal dis [~ Critical Values

[” Normal Tolerance Limits
Tests for Normality for NAKLADY 990 1090

I Distribution-Free Limits
Computed Chi-Square goodness-of-fit statistic = 25,5 DY
P-VUalue = 0,0436184 oK I Cancel Al | Help I |
hapiro-Wilks W statistic = 8,75317% I
P-Ualue = 4,59744E-10 =
: Histogram for NAKLADY
score for skewness = 3,95761
P-Ualue = 0,0800757365 30F 3

2 score for kurtosis = 5,13717 25
P-Ualue = 2,79483E-7
20

Goodness-of-Fit Tests for NAKLADY ~

frequency

Chi-Square Test

(5]

Lower Upper Observed Expected
Limit Limit Frequenc! Frequenc Chi-Square
q Y q Y = q 0 . = . X
at or below 718,321 6 6,86 8,11 670 770 870 970 1070 1170
718,321 748,7 7 6,86 8,00
40,7 757,917 5 6,86 0,50 v NAKLADY

Use the right mouse button to select options

Obréazek 5.32: Shapiro-Wilkiv test — postup provedeni

Priklad: Pro testovani byl zadan datovy soubor obsahujici naklady na vylet 48 navstévnikl sledované geolokality,
ziskany v ramci dotaznikového priizkumu.

Vysledek S-W testu:
Shapiro-Wilks W statistic = 0,753174
P-Value = 4,59744E-10

Vyhodnoceni testu: Z vysledku S-W testu je zfejmé, Ze vypoctena p-hodnota 4,59744.10™° je nizsi nez 0,05 -
zamitame hypotézu H, ve prospéch alternativni hypotézy Ha.

Zavér: Provedenim Shapiro-Wilkova testu bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, Ze data nelze povaZovat
za vybér s normalnim rozdélenim.

5.3 Odlehlé hodnoty a jejich identifikace

Odlehlé hodnoty (tzv. outliers), neboli odlehla pozorovéani, jsou specificka data, jez se svou numerickou hodnotou
vyznamné li8i od ostatnich dat v analyzovaném datovém souboru. Pfitomnost odlehlych hodnot v datovém souboru
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muze byt zplsobena mnoha pFic¢inami. Jejich vyskyt maze byt disledkem hrubych chyb (napf. Spatny zapis dat,
chybna mérfeni), mohou pochazet z jiného zakladniho souboru nez ostatni analyzovana data, nebo mohou byt
vysledkem specifického jevu (napf. vliv specifickych obdobi (prazdniny, vikendy), vlivy pocasi, exkurze apod.).
Odlehlé hodnoty vyrazné ovliviiuji klasické odhady miry polohy a rozptyleni (aritmeticky primér a smérodatna
odchylka) a proto je nutné jim vénovat zvlastni pozornost.

Odlehlé hodnoty v datovém souboru muizeme identifikovat pomoci grafickych diagnostik (viz podkapitola
5.1 Diagnostika grafl) a specifickych testll. V pfipadé, Ze jsou odlehlé hodnoty v souboru identifikovany, vyvstava
otdzka co s nimi? Prvni moznosti je odlehlé hodnoty z datového souboru vyloucit. Vylou¢eni odlehlych hodnot
nelze provadét mechanicky ihned po jejich identifikaci. VZdy je nutné nejprve pfi€iny jejich vyskytu hloubgji
analyzovat. U experimentalnich dat se obecné nevylu€uji Zadné odlehlé hodnoty v pfipad&, Ze mame maly rozsah
datového souboru, nebo k jejich dosazeni bylo vynalozeno velké mnozstvi finanénich prostfedkl (napf. nakladna
méfeni). K vylouceni pfistupujeme pouze tehdy, kdy s jistotou vime, Ze odlehla hodnota je zplUsobena hrubou
chybou. Pokud mame dostateény rozsah datového souboru, muzeme vyloudit jednu, v nezbytném pfFipadé
maximalné dvé odlehlé hodnoty. Druhou moznosti je odlehlé hodnoty v datovém souboru ponechat. V tomto
pfipadé vSak musime pfistoupit k vyuziti robustnich metod a odhadl, které nejsou citlivé na pfitomnost odlehlych
hodnot (napf. odhady zaloZzené na kvantilech - median).

5.3.1 ldentifikace odlehlych hodnot pomoci grafu

Program Statgraphics nabizi specialni graf pro identifikaci odlehlych hodnot s nazvem Outlier Plot with Sigma
Limits. Graf je zaloZzen na stanoveni nasobkd smérodatné odchylky (+sigma, neboli +g) datového souboru. Jestlize
je néktera hodnota datového souboru vyssi (nizsi) nez aritmeticky pramér plus minus trojnasobek smérodatné
odchylky (+30), muzeme ji povazovat za odlehlou. Konstrukce grafu spociva ve vyneseni pofadi dat v datovém
souboru (Cislo fadku) na osu x. Na levou osu y jsou vynaSeny hodnoty sledované proménné (napf. pocty
navstévniku, jejich vék apod.) a na pravou osu y nasobky smérodatné odchylky.

V programu Statgraphics vytvofime graf pro identifikaci odlehlych hodnot nasledujicim postupem:
Describe—Numeric Data—Outlier Identification. V dialogovém okné Outlier Identification zadame do fadku Data
nazev analyzované proménné a klikneme na OK. Zobrazi se vystup analyzy s vySe uvedenym grafem v pravém
hornim okné. Vysledny graf pro identifikaci odlehlych hodnot je uveden na obrazku 5.33.

Outlier Plot with Sigma Limits
Sample mean = 159,083, std. deviation = 13,6584
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Obrazek 5.33: Graf pro identifikaci odlehlych hodnot

Graf uvedeny na obrazku 5.33 byl vytvofen na zakladé datového souboru obsahujiciho celkové poéty navstévnika
vybrané technické pamatky v jednotlivych dnech pracovniho tydne v prabéhu tfech mésicl. V grafu Ize v jeho
pravé Casti nahofe identifikovat jeden odlehly bod, ktery mé jednoznacné& hodnotu vy38i neZ je trojnasobek
smérodatné odchylky (dle pravé osy y, hodnota je dokonce vy3&i nez ¢tyfnasobek smérodatné odchylky). Pokud
chceme zjistit, o kterou hodnotu se v analyzovaném datovém souboru jedna, postupujeme nasledovné:
pro zobrazeni grafu na celou plochu dvakrat klikneme levou mySi do prostoru grafu. Poté klikneme levou mysi
pfimo na identifikovanou odlehlou hodnotu. Nad grafem se vedle ikon v fadku oznaeném Row objevi Cislo fadku
datového souboru, ve kterém se odlehla hodnota nachazi. Jestlize klik levou mysi v grafu na odlehlé hodnoté
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podrzime, vpravo nahofe se zobrazi hodnoty soufadnice osy x a levé osy y. Po téchto ukonech se v pracovnim
sesité fadek s odlehlou hodnotou podkresli modfe. Pokud chceme fadek vymazat, klikneme pravou mysi
na poradové Cislo fadku (fadek se podkresli oranzové) a na klavesnici zmackneme Delete. V uvedeném grafu
se jedna o odlehlou hodnotu nachazejici se na fadku 40, pficemz celkovy pocet navstévnikd v daném dnu Einil
223 osob.

5.3.2 ldentifikace odlehlych hodnot pomoci medianovych souradnic

Program Statgraphics dale nabizi identifikaci odlehlych hodnot na zakladé medianovych soufadnic. Medianové
soufadnice jsou vypocteny jako modifikované z-skére na zakladé medianové absolutni odchylky (MAD - median
absolute deviation). Metoda je robustni a je tedy vhodna i pro soubory dat s asymetrickym rozdélenim. V pfipadé,
Ze vypoctena hodnota medianové soufadnice v absolutni hodnoté je vétsi nez tfi, jedna se o odlehlou hodnotu.
V zahrani¢ni literatufe je pro identifikaci odlehlych hodnot €asto doporucovana kriticka hodnota 3,5 (lglewicz
a Hoaglin, 1993).

Postup pro vypocet v programu Statgraphics: Describe—Numeric Data—OQutlier Identification. V dialogovém okné
Outlier Identification zadame do Ffadku Data nazev analyzované proménné a klikneme na OK. Vystup analyzy
se zobrazi vlevém okné ve formé tabulky. Statgraphics vzdy hodnoti prvnich pét nejvysSich a prvnich pét
fadku, ve kterém se hodnoty nachazeji, v druhém sloupci jsou uvedeny pfimo analyzované hodnoty. Hodnoty
medianovych soufadnic jsou v tabulce uvedeny v poslednim sloupci s nazvem Modified MAD Z-Score.

Priklad: Pro testovani byl zadan datovy soubor obsahujici poéty navstévnikd vybrané technické pamatky
v jednotlivych dnech pracovniho tydne v priibéhu tfech mésicu.

Vysledky testovani:
Sorted Values

Studentized Values Modified

Row Value Without Deletion With Deletion MAD Z-Score
22 140,0 -1,39719 -1,43309 -1,42835
46 140,0 -1,39719 -1,43309 -1,42835
14 140,0 -1,39719 -1,43309 -1,42835
31 141,0 -1,32397 -1,35559 -1,349
58 141,0 -1,32397 -1,35559 -1,349
44 176,0 1,23855 1,26567 1,42835
48 177,0 1,31177 1,34271 1,50771
24 178,0 1,38498 1,42014 1,58706
17 178,0 1,38498 1,42014 1,58706
40 223,0 4,67966 5,98024 5,15794

Vyhodnoceni testu: Z vysledkG vyplyva, ze hodnota 223,0 nachazejici se na 40. fadku datového souboru
ma medianovou souradnici vétsi nez tfi (5,15794) a mizeme ji tedy povazovat za odlehlou hodnotu.
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5.3.3 Grubbsuv test (Grubbs Test)

Grubbslv test se pouziva k testovani odlehlych hodnot u soubori dat, které splfuji pfedpoklad normainiho
rozdéleni. Test je zalozen na vypoctu testovaciho kritéria na bazi aritmetického priméru a smérodatné odchylky.
Testuje se vzdy nejodlehlejSi hodnota datoveho souboru na zvolené hladiné vyznamnosti a.

V prostfedi programu Statgraphics provedeme Grubbslv test stejnym postupem jako v pfipadé identifikace
odlehlych hodnot pomoci medianovych soufadnic (Describe—Numeric Data—Outlier Identification). Vysledek testu
se zobrazi v levém okné pod vyslednou tabulkou medianovych soufadnic. Test vzdy vybira pro testovani hodnotu,
ktera je vzdalena nejvy$§im nasobkem smérodatné odchylky od aritmetického priméru. Tyto hodnoty jsou
uvedeny ve tfetim sloupci tabulky pod ndzvem Studentized Values Without Deletion.

Priklad: Pro testovani byl zadan datovy soubor obsahujici poéty navstévnik( vybrané technické pamatky
v jednotlivych dnech pracovniho tydne v pribéhu tfech mésicu.

Vysledek Grubbsova testu:
Grubbs® Test (assumes normality)

Test statistic = 4,67966
P-vValue = 0,0000106565

Vyhodnoceni testu: Z vysledku testu je zfejmé, Ze byla testovana hodnota 223,0 v fadku 40 (viz tabulka vyse),
ktera je vzdalena od aritmetického priméru o 4,67966 nasobek smérodatné odchylky. Z vysledku Grubbsova
testu vyplyva, Ze vypoétena p-hodnota 0,0000106565 je mensi nez 0,05. Cili zamitame hypotézu H,
ve prospéch alternativni hypotézy Ha.

Zavér: Provedenim Grubbsova testu bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, Ze hodnotu 223,0
Ize povazovat za odlehlou.

5.3.4 Hoaglinova modifikace vnitfnich hradeb (Hoaglin’s modification of inner

bounds)

Jedna se o jednoduchy numericky postup pro identifikaci odlehlé hodnoty. Metoda je zalozena na predpokladu,
Ze datovy soubor ma bez odlehlych hodnot normalni rozdéleni.

Postup identifikace odlehlych hodnot uvedenou metodou (Meloun a Militky, 2011):

BD = Xo,25 - K (Xo,75 - X0,25)

BH = Xo,75 + K (Xo,75 - X0,25)
kde BD je modifikace dolni vnitfni hradby, BH je modifikace horni vnitfni hradby, X, .5 je dolni kvartil, X, 75 je horni
kvartil. Parametr K je volen tak, aby pravdépodobnost P(n, K), Ze Zadny prvek pochazejici z normalniho rozdéleni

nebude leZzet mimo vnitfni hradby, byla dostate¢né vysoka (nap¥. 0,95). Pro rozsah datového souboru 8 < n < 100
a P(n, K) = 0,95 Ize vyuzit aproximaci hodnoty K:

K=2,25-3,6/n

Za odlehlé hodnoty jsou povazovany vSechny prvky datového souboru, které lezi mimo rozsah modifikovanych
vnitfnich hradeb [BD, BH].

5.4 Transformace

V pfipadé, Ze jsme prizkumovou analyzou dat (grafickymi diagnostikami a statistickymi testy) dospéli k zaveéru,
Ze analyzovana experimentalni data nespliuji pfedpoklad normalniho rozdéleni (nehomogenita, asymetrie,
pfitomnost odlehlych hodnot, které nelze vyloucit), stojime pfed otazkou, jaké statistické metody a popisné
charakteristiky nasledné pouzit pro jejich spravné vyhodnoceni. Jednou z moznych cest je provedeni transformace
dat. Vhodnou transformaci dat Ize v mnoha pfipadech dosahnout stabilizace rozptylu a pfiblizeni dat k normalnimu
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rozdéleni. Povede-li se nam vhodnou transformaci nalézt, mizeme data vyhodnotit klasickymi metodami statistické
analyzy, jez vyzaduji splnéni pfedpokladu normality (napf. vycislit odhad stfedni hodnoty pomoci aritmetického
priméru atd.). Veskeré statistické analyzy se provedou s transformovanymi daty a nakonec se vysledky vycisli
pomoci zpétné transformace opacnou funkci (tzv. retransformaci). Ve statistické analyze dat patfi mezi obecné
pouzivané transformace mocninna, exponencialni, Box-Coxova, pfiemz nejpouzivanéjSi je transformace
logaritmicka.

Logaritmicka transformace - uziti logaritmické transformace je vhodné pouze pro asymetricky rozdélena kladna
data. Transformace se provadi obvykle pomoci pfirozeného logaritmu In x. Dekadicky logaritmus je pouZivan
pro transformaci pouze ojedinéle. Zpétna transformace do puavodnich dat se provede opacnou funkci

xin

(retransformaci), Cilie™.
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Obréazek 5.34: Postup provedeni logaritmické transformace v programu Statgraphics

V programu Statgraphics provedeme logaritmickou transformaci nasledujicim postupem: nejprve si klikem levou
mysi na zahlavi oznacime sloupec, do kterého chceme transformovana data umistit (oznaeny fadek se zacerni)
a v jednofadkovém textovém menu zvolime Edit—Generate Data (viz obrazek 5.34). Nasledné se zobrazi
dialogové okno Generate Data v némz v fadku Operators vyhledame prikaz LOG(?) a dvakrat na néj klikneme
levou mysSi (pozn. program Statgraphics pouziva na rozdil od bézného oznaceni In pro pfirozeny logaritmus
oznaceni LOG a pro dekadicky logaritmus oznaceni LOG10). Poté klikneme do fadku Expression kde se zobrazil
pfikaz LOG(?). Vymazeme otaznik a dvakrat klikneme levou mysSi ve sloupci Variables na analyzovanou
proménnou, kterou chceme transformovat. Finalni vyraz v fadku Expression ma tvar: LOG(nazev analyzované
proménné) (Viz obrazek 5.34). Klikneme na OK a transformované hodnoty plvodni proménné se v pracovnim
sesité zobrazi v nami pfedem definovaném sloupci. DalSim krokem je opétovna prizkumova analyza dat (graficka
diagnostika a testovani) s cilem ovéfit, zda transformace byla Uspésna a vedla k normalité dat.

Pro nazornost a lepSi pochopeni problematiky transformace dat je na obrazku 5.35 uveden histogram Cetnosti
a kvantil-kvantilovy graf pro vybranou proménnou (jedna se o délku trasy, kterou dotazovani cyklisté v ramci vyletu
ujeli) pfed logaritmickou transformaci a na obrazku 5.36 po transformaci. Ze srovnani grafu pro plavodni data
a data po transformaci je zfejmé, ze transformace vedla k zesymetri¢téni rozdéleni a pfiblizeni normalité.

Pro nazornost vlivu logaritmické transformace na rozdéleni dat byl také proveden chi-kvadrat test. Provedenim
testu datového souboru pfed transformaci bylo zjisténo, Ze vypocltena p-hodnota 5,55112.10°*° je vyznamné mensi
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nez 0,05. Hypotéza Hy se tedy zamita a na hladiné vyznamnosti 0,05 je prokazano, Zze data nelze povazovat
za vybér z normalniho rozdéleni. Pro transformovana data vSak chi-kvadrat test vypocetl p-hodnotu 0,133581,
ktera je vétsi nez 0,05, Cili hypotéza H, se pfijima a data lze povaZovat za vybér z normalniho rozdéleni. Zavér:
Logaritmicka transformace byla UspéSna, transformovana data splfuji predpoklad normality alze je dale
analyzovat klasickymi statistickymi metodami.

Histogram for délka trasy

Histogram for délka trasy
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Obrazek 5.36: Histogram cetnosti a Q-Q graf pro data
po transformaci

Normal distribution
Obrazek 5.35: Histogram cetnosti a Q-Q graf pro data pred
transformaci

6 Testovani statistickych hypotéz

Kapitola je zamérena na osvétleni problematiky tykajici se metod testovani
statistickych hypotéz. V ramci kapitoly je nazorné vysvétlen test spravnosti, test
shodnosti, parovy test, vcéetné vhodnosti jejich pouziti, interpretace vysledkl
a provedeni v prostiedi programu Statgraphics. Zavér kapitoly je vénovan
neparametrickym testim.

Pfi vyhodnocovani experimentalnich dat velmi ¢asto potfebujeme vyfesit otazky typu: lisi se zjisténé hodnoty dvou
riznych souborl (napf. soubory dat zjisténé na dvou riznych geolokalitach, hodnoty naméfené dvéma raznymi
meteostanicemi apod.), liSi se nami naméfené experimentalni hodnoty od hodnot deklarovanych vyrobcem
(napf. koncentrace soli v potraviné) atd.? K vyfeSeni téchto otazek se ve statistické analyze pouzivaji metody
testovani statistickych hypotéz. Podstata testovani statistickych hypotéz (co je to statisticka hypotéza, hladina
vyznamnosti a, zpUsoby testovani) je v téchto vyukovych textech jiz popsana v podkapitole 5.2 Statistické testy.

Zakladem testovani statistickych hypotéz je vytvofeni nulové hypotézy Hy a kni alternativni hypotézy Ha.
Statistické hypotézy se podle charakteru feSené ulohy formuluji jako jednostranné (v angli¢tiné nazyvané one-
tailed test, nebo one-sided test), nebo oboustranné (v angli¢tiné nazyvané two-tailed test, nebo two-sided test).
V pfipadé jednostranného testu formulujeme hypotézy takto:

Ho: M = Ho; Hat 1 < Ho (Nnebo Ha: > Lo)
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kde u je skute€¢na hodnota parametru (napf. stfedni hodnota) a o je predpokladana (zvolena) hodnota. V odborné
literatufe byva Casto jednostranny test blize specifikovan a to pojmem levostranna alternativa (angl. left-tailed test)
pro Ha : 1 < o a pravostranna alternativa (angl. right-tailed test) pro Ha : 4 > Ho. Takto definovanymi hypotézami
testujeme, zda naméfené hodnoty na zvolené hladiné vyznamnosti a jsou menSi (pfip. vétsi) nez predpokladana
hodnota. Grafické znazornéni pfijeti ¢i zamitnuti hypotéz a rozdéleni hladiny vyznamnosti a pro jednostranny test
znazorfiuje obrazek 6.1.

Jednostranny test

Levostranna alternativa Pravostranna alternativa

Oblast prijeti H, Oblast pfijeti H,

Oblast zamitnuti /7, Oblast zamitnuti /7,
Obrazek 6.1: Kriticky obor u jednostranného testu

Jako pfiklad vyuziti jednostranného testu (levostranna alternativa Hu : 1 < o) mUzZeme uvést nasledujici problém:
deklarovana vaha baleni dodavané potraviny je 100 g (4g) a nas zajiméa, zda vyrobce nepodvadi a dodrzuje
uvedenou hmotnost baleni. Vybereme nahodné 20 dodanych baleni, zvazime je (Cimz ziskame soubor
experimentalnich dat), vypocteme stfedni hodnotu (i) a provedeme jednostranny test s vySe uvedenymi
formulacemi hypotéz. V pfipadé, Zze testem prokazeme platnost hypotézy Hy jsme spokojeni, vyrobce
nas nepodvadi. OvSem pokud testem zamitneme hypotézu H, ve prospéch hypotézy H,, prokazeme, Ze dodavana
baleni maji niz8i nez deklarovanou vahu a vyrobce nas zfejmé podvadi.

V pfipadé oboustranného testu formulujeme hypotézy nasledovné:
Ho: 1= Ho; Ha: L # Mo

Takto definovanymi hypotézami testujeme, zda namérené hodnoty na zvolené hladiné vyznamnosti a jsou shodné
Ci se od pfedpokladané hodnoty vyznamné lisi. Grafické znazornéni pfijeti i zamitnuti hypotéz a rozdéleni hladiny
vyznamnosti a pro oboustranny test znazorfiuje obrazek 6.2.

Oboustranny test

Oblast prijeti H,

Oblast zamitnuti /1, Oblast zamitnuti /7,
Obrazek 6.2: Kriticky obor u oboustranného testu

Jako pfiklad pro vyuziti oboustranného testu mlzeme uvést nasledujici pfiklad: vyrobce dodava Sunku
s deklarovanym obsahem masa () a my jsme se rozhodli kvalitu dodavané Sunky ovéfit. K dispozici mame
20 vzorkud. Stanovime obsah masa ve vzorcich (experimentalni data) a z téchto dat vypoéteme stfedni hodnotu (p).
Nasledné provedeme oboustranny test s pouzitim vySe uvedenych formulaci hypotéz. Pokud testem prokadzeme
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platnost hypotézy H, dodavana Sunka je kvalitni. Jestlize vSak testem zamitneme hypotézu Hy, ve prospéch
hypotézy H,, prokaZzeme, Ze obsah masa v Sunce neodpovida hodnoté uvadéné vyrobcem, Eili je nizsi, nebo vyssi.

6.1 Parametrické testy

6.1.1 Test spravnosti

Test spravnosti byva velmi ¢asto v odborné literatufe oznacovan také jako ,test stfedni hodnoty". Test spravnosti
je parametrickym testem, Cili podminkou jeho pouziti je spinéni pfedpokladu normality datového souboru. Pokud
datovy soubor pfedpoklad normality nesplfiuje, je nutné pouzit neparametricky test (viz podkapitola
"6.2 Neparametrické testy"). Test spravnosti se vyuziva predevSim u statistickych uloh, kdy potfebujeme
rozhodnout, zda se zvoleny parametr datového souboru (nejcastéji se jedna o stfedni hodnotu, nebo rozptyl) rovna
(pfip. je mensi, Ci vétsi) predem znamé hodnoté.

Provedenim testu spravnosti mizeme odpovédét napf. na otazky typu: Je obsah soli v masném vyrobku ve shodé
s deklarovanou hodnotou? Mé&Fi naSe zafizeni ve shodé s hodnotou etalonu? LiSi se ndmi naméfené hodnoty
mnozstvi srazek v dané geolokalité od stfedni hodnoty uvadéné CHMU pro predesly rok? Test spravnosti
se provadi pomoci jednovybérového t-testu (Studentlyv test). Testovaci kritérium t je definovano néasledujici rovnici:

p= X7 Ho g
5

kde X je stfedni hodnota (aritmeticky prlimér) testovaného souboru dat, y, je konstanta (zvolena hodnota), s je
smérodatna odchylka a n je rozsah souboru.

Postup testovani v prostfedi programu Statgraphics: Describe—Numeric Data—One-Variable Analysis.
V dialogovém okné One-Variable Analysis zadame do fadku Data nazev proménné, kterou chceme testovat
a klikneme na OK. Nasledné klikneme na ikonu Tabular Options a v nabidce zatrhneme Hypothesis Tests. V levém
dolnim okné Hypothesis Tests nalezneme vysledky provedeného t-testu pro defaultné nastavené hodnoty.
Dvojklikem levou mysi do prostoru okna si vysledky zvétSime pres celou levou plochu. Pro zadani zvolené hodnoty
Mo a formulaci alternativni hypotézy H, klikneme pravou mysi do prostoru okna a v zobrazené nabidce zadame
Pane Options. Zobrazi se dialogové okno Hypothesis Tests Options. Zde do fadku Mean zadame zvolenou stfedni
hodnotu pro nulovou hypotézu a do fadku Alpha zadame zvolenou hladinu vyznamnosti. V nabidce Alt. Hypothesis
zformulujeme alternativni hypotézu - pro oboustranny test zatrhneme v nabidce Not Equal, pro jednostranny test
levostrannou alternativu Less Than, pravostrannou alternativu Greater Than (viz obrazek 6.3).

¥ STATGRAPHICS Plus - Untitled StatFolio - [One-Variable Analysis - VEK] - o Bl
{ £l File Edit Plot Describe Compare Relate Special SnapStats!l View Window Help - &%
= o E ] | B ] R e R
1) - (] mow| (=

Hypothesis Tests for UEK A

‘Sample mean = 39,36
‘Sample median = 40,0

t-test
Null hypothesis: mean = 35,8 ypothesis Tests Options -
Alternative: not equal - = |
Computed t statistic = 4,56714 Mean: Alpha: 0K
P-U =0, 2 8
alue = 0,000013376! 35, 15_ % Caront J
Reject the null hypothesis For alpha = 9,05. Al Hypothesis =
elp
sign test © Not Equal
Mull hypothesis: median = 35,0 " Less Than

Alternative: not equal 2
" Greater Than

Number of values below hypothesized median: 47
Number of values above hypothesized median: 96

Large sample test statistic = 4,01396 (continuity correction applied)
P-Value = 0,0000597364

Reject the null hypothesis for alpha = 9,05.

signed rank test
................ ] v

Use the nght mouse button to select options NUM

Obrazek 6.3: Postup provedeni a zadani parametri pro test spravnosti
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Priklad: Pro testovani byl zadan datovy soubor obsahujici vék 150 dotazanych navstévniku technické pamatky
v pribéhu roku 2016. Za rok 2015 uvadi spravce této pamatky prumeérny vék navstévnika 35 let. Je vék
dotazanych navstévnika v roce 2016 shodny s primérnym vékem zjisténym v roce 2015?

Vysledek t-testu:
t-test

Null hypothesis: mean = 35,0

Alternative: not equal

Computed t statistic = 4,50714

P-Value = 0,0000133768

Reject the null hypothesis for alpha = 0,05.

Vyhodnoceni testu: Z vysledku t-testu vyplyva, ze vypoctena p-hodnota 0,0000133768 je menSi nez 0,05,
€0z znamena, ze zamitame nulovou hypotézu Hy (Hg = vék je shodny) ve prospéch alternativni hypotézy Ha (Ha
= vék neni shodny).

Zaveér: Provedenym testem bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, ze vék 150 navstévnik( technické
pamatky v roce 2016 se vyznamne lisi od primeérného véku navstévniku zjisténého v roce 2015.

DalSi variantou testu spravnosti je testovani stfedni hodnoty pfi znamém rozptylu. Vyuzivame jej v pfipadech,
kdy dopfedu zname nejenom stfedni hodnotu o, ale i odhad variability (rozptyl, ¢i smérodatnou odchylku).

Test spravnosti stfedni hodnoty pfi znamém rozptylu provedeme v programu Statgraphics nasledujicim postupem:
Describe—Hypothesis Tests. Zobrazi se dialogové okno Hypothesis Tests, kde v nabidce Parameter zvolime
Normal Mean, do fadku Null Hypothesis zadame zvolenou stfedni hodnotu p,, do fadku Sample Mean zadame
vypoctenou stfedni hodnotu testovaného souboru (tedy aritmeticky primér X), do fFadku Sample Size zadame pocet
hodnot vyskytujicich se v testovaném souboru a do fadku Sample Sigma zadame zvolenou hodnotu smérodatné
odchylky (viz obrazek 6.4).

Pro volbu hladiny vyznamnosti a a formulaci alternativni hypotézy H, klikneme pravou mysi do prostoru levého
okna Hypothesis Tests a zadame Analysis Options. Zobrazi se dialogové okno Hypothesis Tests Options,
ve kterém zadame nami poZzadované parametry testu.

& _
H File Edit Plot Describe Compare Relate Special SnapStats! View Window Help

o o] o] | DR e | R e o [ 2|

' B CIECIOEIE o Row[ (1]

Hypothesis Tests

Sample mean =
Sample standard deviation = 5,0
Sample size = 48 Parameter

95,08% confidence interval for mean: 74,5 +/- 1,59988 [72,9009;76,0991] + Normal Mean Cancel
Null Hypqthesis: mean = 73,0 " Normal Sigma Hel

giﬁﬁﬂzﬁﬁl‘ée;tﬁﬁsiﬁaf 1,89737 " Binomial Proportion =k
:;ugizer:jgégbzﬁ12ull hypothesis for alpha = 8,05.  Poisson Rate

The StatAdvisor| Null Hypothesis:

This analysis shows the results of performing a hypothesis test 73.0
concerning the mean (mu) of a normal distribution. The two hypotheses
to be tested are: Sample Mean: Sample Sigma:

74,5
Null hypothesis: mu = 73,0

Alternative hypothesis: mu <> 73,0

sample Proportion

Given a sample of 48 observations with a mean of 74,5 and a standard 0,5
deviation of 5,8, the computed t statistic equals 1,89737. Since the
P-value for the test is greater than or equal to 0,05, the null Sample Size:
hypothesis cannot be rejected at the 95,06% confidence level. The F
confidence interval shows that the values of mu supported by the data

fall between 72,9009 and 76,0991.

Use the right mouse button to select options
Obrazek 6.4: Test spravnosti stfedni hodnoty pri znamém rozptylu
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Priklad: V restauraci na sledované geolokalité¢ bylo odebrano 40 vzorka ¢epované limonady, pfiéemz méfenym
parametrem byl obsah cukru. Primérny obsah cukru ve vzorcich €inil 74,5 g/I. V minulosti byl jiz podobny priizkum
proveden a restaurace uvadi pramérny obsah cukru 73 g/l se smérodatnou odchylkou 5 g/l. LiSi se aktualné
stanoveny obsah cukru v limonadé od priimérné hodnoty uvadéné restauraci dle prfedchoziho prizkumu?

Vysledek t-testu:
Hypothesis Tests

Sample mean = 74,5

Sample standard deviation = 5,0

Sample size = 40

95,0% confidence interval for mean: 74,5 +/- 1,59908 [72,9009; 76,0991]
Null Hypothesis: mean = 73,0

Alternative: not equal

Computed t statistic = 1,89737

P-Value = 0,0652014

Do not reject the null hypothesis for alpha = 0,05.

Vyhodnoceni testu: Z vysledku t-testu vyplyva, ze vypodétena p-hodnota 0,0652014 je vétsi nez 0,05, coz
znamena, Ze pfijimame nulovou hypotézu Ho.

Zavér: Provedenym testem bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, ze stanovené obsahy cukru v ¢epované
limonadé jsou srovnatelné s vysledky uvadénymi restauraci dle pfedchoziho prizkumu.

Test spravnosti mizeme pouzit i v pfipadech, kdy potfebujeme pouze otestovat variabilitu datového souboru vUci
pfedem dané hodnoté. Testovani rozptylu, respektive smérodatné odchylky, se provadi pomoci X°-testu
(chi-kvadrat testu).

Postup testovani v programu Statgraphics je obdobny jako v pfipadé testu spravnosti stfedni hodnoty pfi znamé
hodnoté rozptylu: Describe—Hypothesis Tests. Zobrazi se dialogové okno Hypothesis Tests, kde v nabidce
Parameter zvolime Normal Sigma, do fadku Null Hypothesis zadame zvolenou hodnotu smérodatné odchylky,
do fadku Sample Size zadame pocet hodnot vyskytujicich se v testovaném souboru a do fadku Sample Sigma
zadame vypoctenou hodnotu smérodatné odchylky analyzovaného souboru dat (viz obrazek 6.5).

E File Edit Plot Describe Compare Relate Special SnapStats!! View Window Help

= mEE | DR ] R e R
DOOOEE w @ 6
ropotreets I

|Sample standard deviation = 5,9
[Sample size = 40 Parameter

95,0% confidence interval for sigma: [4,83365;7,57581] " Normal Mean

Null Hypothesis: standard deviation = 6,0 CaNeImatisioma

Alternative: not equal © Binomial Proportion
Computed chi-squared statistic = 37,7108
P-Ualue = 0,942742  Poisson Rate
Do not reject the null hypothesis for alpha = 0,05.

|The StatAdvisor Null Hypothesis:

This analysis shows the results of performing a hypothesis test 6.0
lconcerning the standard deviation (sigma) of a normal distribution.
The two hypotheses to be tested are: Sample Mean Sample Sigma:

" . 0, 5.9
Null hypothesis: sigma = 6,0

Alternative hypothesis: sigma <> 6,0 : b7 ;
Sample Proportion: Sample Hate

Given a sample of 40 observations with a standard deviation of 5,9, 0.5 1

the computed chi-square statistic equals 37,7188. Since the P-value
|For the test is greater than or equal to 0,05, the null hypothesis Sample Size:
cannot be rejected at the 95,0% confidence level. The confidence z
linterval shows that the values of sigma supported by the data fall 40

between 4,83305 and 7,57581.

Use the right mouse button to select options
Obrazek 6.5: Test spravnosti smérodatné odchylky datového souboru
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Vyhodnoceni testu nasledné provedeme pomoci vysledné p-hodnoty stejnym zpusobem jako v pfedchozich
prikladech. Pro vyhodnoceni vysledku muzeme vyuzit i interpretaci, kterou nabizi pfimo program Statgraphics
v Casti The StatAdvisor.

6.1.2 Test shodnosti

Test shodnosti je velmi Casto v odborné literatufe oznacovan jako "test shody stfednich hodnot". Jedna
se o0 parametricky dvouvybérovy test, ktery pfedpoklada normalitu a nezavislost nahodnych vybérl. V pfipadé,
Ze nahodné vybéry jsou zavislé (napf. koncentrace soli v masném vyrobku byly méfeny dvéma r{iznymi pfistroji
na témze vzorku, Cili je mezi nimi parova souvztaznost), je nutné pro testovani shody stfednich hodnot pouzit
parovy test (viz odstavec 6.1.3 Parovy test). Pokud datové soubory nesplnuji pfedpoklad normality, je nutné pouzit
neparametricky test (viz podkapitola 6.2 Neparametrické testy).

Test shodnosti nachazi uplatnéni u statistickych uloh, kde potfebujeme rozhodnout, zda jsou stfedni hodnoty dvou
datovych soubord shodné, nebo se li§i. Provedenim testu shodnosti miZzeme odpovédét napf. na otazky typu:
Jsou stfedni hodnoty véku navstévniku zjisténé v ramci dotaznikového prizkumu na geolokalité A a B shodné?
Je hmotnost vyrobku dodavatele A a B stejna? Lidi se navstévnost geolokality v 1ét& a v zimé&?

Test shodnosti se provadi pomoci klasického Studentova dvouvybérového t-testu. Pro spravnou volbu postupu
testovani je nutné nejprve ovéfit, zda rozptyly nahodnych vybérl jsou shodné (vykazuji homoskedasticitu),
¢i rozdilné (vykazuji heteroskedasticitu). K testovani shody rozptylu se pouziva Fisher-Snedecoruiyv test (F-test).

Test shody rozptyll provedeme v programu Statgraphics nésledovné: Compare—Two Samples—Two-Sample
Comparison. V dialogovém okné Two-Sample Comparison zadame do fadku Sample 1 nazev prvniho datového
souboru (vybéru), do fadku Sample 2 nazev druhého datového souboru, v nabidce Input zatrhneme Two Data
Columns a klikneme na OK. Zobrazi se nam vystup analyzy obsahujici Ctyfi okna. Nyni klikneme levou mysi
na ikonu Tabular options (druh& ikona zleva v horni listé vystupu). Zobrazi se dialogové okno Tabular Options.
Nejprve musime provést test shody rozptyld, proto v nabidce zatrhneme Comparison of Standard Deviations.
Po téchto ukonech se v levé &asti zobrazi dalSi okno s vysledkem F-testu. Dvojklikem levou mysSi do prostoru okna
se vysledky zobrazi pres celou levou ¢ast vystupu (viz obrazek 6.6).

3
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Obréazek 6.6: Test shody rozptyli
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Priklad: Na dvou vybranych geolokalitach (A a B) byla v ramci dotaznikového vyzkumu sledovana jejich
navstévnost v pribéhu 50ti dnll. Jsou rozptyly vyslednych datovych soubor(l (nahodnych vybérl) shodné,
¢i rozdilné?
Vysledek F-testu:
F-test to Compare Standard Deviations:

Null hypothesis: sigmal = sigma2
Alt. hypothesis: sigmal NE sigma2
F = 0,619066 P-value = 0,096512

Vyhodnoceni testu: Z vysledku F-testu vyplyva, Ze vypoctena p-hodnota 0,096512 je vétSi nez 0,05,
C0Z znamena, Ze pfijimame nulovou hypotézu Ho.

Zavér: Provedenym F-testem bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, ze rozptyly (resp. smérodatné
odchylky) datovych soubor( jsou shodné.

Nyni mGzeme provést test shodnosti: znova klikneme levou mysi na ikonu Tabular options a v dialogovém okné
zatrhneme Comparison of Means. V levé €asti vystupu se zobrazi dal$i okno s vysledkem dvouvybérového t-testu.
Nasledné musime programu zadat, zda ma t-test byt proveden pro shodné, &i rozdilné rozptyly. Klikneme pravou
mysi do okna s vysledkem testu a zvolime Pane Options. Zobrazi se dialogové okno Comparison of Means
Options, v jehoz dolni ¢asti se nachazi volba Assume Equal Sigmas. Jelikoz nam F-test prokazal, Ze rozptyly jsou
shodné, volbu zatrneme (viz obrdzek 6.7). Pokud bychom F-testem doSli k zavéru, Ze rozptyly shodné nejsou,
je nutné tuto volbu zrusit (poli¢ko u volby musi byt prézdné). Dale v dialogovém okné& zadame poZadovanou
hladinu vyznamnosti a a klikneme na OK.
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Obréazek 6.7: Test shodnosti

Priklad — pokracovani vyse uvedeného: Na dvou vybranych geolokalitach (A a B) byla v rdmci dotaznikového
vyzkumu sledovana jejich navstévnost v pribéhu 50ti dnd. Je stfedni hodnota véku navstévnikd geolokality A
shodna se stfedni hodnotou véku navstévnika geolokality B?
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Vysledek dvouvybérového t-testu:
t test to compare means:

Null hypothesis: meanl = mean2
Alt. hypothesis: meanl NE mean2
assuming equal variances: t = 1,75614 P-value = 0,0821877

Vyhodnoceni testu: Z vysledku dvouvybérového t-testu vyplyva, Ze vypoctena p-hodnota 0,0821877 je vétSi
nez 0,05, coz znamena, zZe pfijimame nulovou hypotézu H.

Zavér: Provedenym testem shodnosti bylo prokazano, ze na 95% hladiné vyznamnosti neexistuje statisticky
vyznamny rozdil mezi stfednimi hodnotami véku navstévnika geolokality A a geolokality B.

6.1.3 Parovy test

Parovy test je parametrickym testem, ktery pfedpoklada normalitu nahodnych vybéri a nepfitomnost odlehlych
hodnot. V pfipadé nedodrzeni uvedenych pfedpokladl je nutné pouzit neparametrickou modifikaci tohoto testu.
DalSim predpokladem uziti parového testu je vzajemna zavislost nahodnych vybérd. Je tedy vhodny pro parova
data, Cili pro data mezi kterymi existuje urcita souvstaznost (logicka vazba). Testem Ize napf. fesit statistické ulohy
typu: Poskytuji dvé rizné meteostanice (rozdilného typu, rozdilnych vyrobcu) stejné vysledky? Mélo zlepSeni
poskytovanych sluzeb na geolokalité vyznamny vliv na spokojenost navstévnika (porovnavame spokojenost pred
a po zlepSeni sluzeb)? Mélo snizeni vstupného vliv na navstévnost technické pamatky?

Vzhledem k vzajemné zavislosti nahodnych vybérl nelze pro testovani pouzit dvouvybérovy t-test. Pro testovani
se pouziva parovy t-test, jehoz testovaci kritérium je zaloZzeno na podilu stfedni hodnoty a smérodatné odchylky
vypoctenych z rozdild mezi parovymi daty. Timto je vlastné dvourozmérna uloha pfevedena na jednorozmérnou,
Cili jednovybérovy t-test.

Postup provedeni parového testu v programu Statgraphics: Compare—Two Samples— Paired-Sample
Comparison. V dialogovém okné Paired-Sample Comparison zadame do fadku Sample 1 nazev prvniho datového
souboru (vybéru), do fadku Sample 2 nazev druhého datového souboru a klikneme na OK. Zobrazi se nam vystup
analyzy obsahuijici ¢tyfi okna. Nyni klikneme levou mysi na ikonu Tabular options (druha ikona zleva v horni listé
vystupu). V nabidce dialogoveho okna Tabular Options zvolime Hypothesis Tests. Po téchto ukonech se v levé
Casti zobrazi dalSi okno s vysledkem jednovybérového t-testu. (viz obrazek 6.8).

Priklad: V pribéhu ¢ervence 2015 byla sledovana navstévnost technické pamatky. Na jafe roku 2016 bylo snizeno
vstupné a v prubéhu Cervence 2016 opét sledovana navstévnost. Mélo snizeni vstupného vliv na navstévnost
technické pamatky?

Vysledek parového testu:
t-test

Null hypothesis: mean = 0,0

Alternative: not equal

Computed t statistic = -10,0209

P-Value = 4,35776E-11

Reject the null hypothesis for alpha = 0,05.

Vyhodnoceni testu: Z vysledku parového testu (jednovybérového t-testu) vyplyva, Zze vypocétena p-hodnota
4,35776.10™"" je mensi nez 0,05, coz znamena, Ze zamitame nulovou hypotézu Ho.

Zaveér: Parovym testem bylo na 95% hladiné vyznamnosti prokazano, ze snizeni vstupného meélo vyznamny vliv
na navstévnost technické pamatky.

Jestlize datové soubory nesplfuji pfedpoklad normality pro provedeni testl uvedenych v podkapitole 6.1,
pokusime se nejprve provést transformaci dat. Pouze v pfipadech kdy transformace neni uspésna, pfistupujeme
k pouziti neparametrickych testu.

-63-



File Edit Plot Describe Compare Relate Special SnapStats! View Window Help
o o 5| B ] o R e ] (4l |
Paired Samples - navitévnost pred snizenim & navitévnost po snizeni | E=3 IR

B Lbl: Row:

Hypothesis Tests for ndustéunost pfFed sniZenim-niuitéunoa i”'i ||||
Sample mean = -28,3548

Sample median = -19,0

navstévnost pred sniZzenim I Sample 1: l
navstévnost po sniZeni

I\ |n6v§tévnnst pred sniZenim

Null hypothesis: mean = 0,0
Alternative: not equal Sample 2:

Computed t statistic = -18,0209 » |“""""""°s""’ snizen;

P-Ualue = 4,35776E-11

[Select)

|

Reject the null hypothesis for alpha = 8,05.

sign test

Null hypothesis: median =

Alternative: not equal ¥ Analysis Summary
Delete | Transform...

Number of values below hypc ¥ Summary Statistics
Number of values above hypc

" Percentiles
Large sample test statistic
P-Value = 0,00000301922 [” Frequency Tabulation

Reject the null hypothesis LisieqrancLeatlibplay
I Confidence Intervals
signed rank test I ¥ Hypothesis Tests I

Null hypothesis: median = {
AT bnunabdians nab 1 OK | Cancel |

Use the right mouse button to select optic

Obrazek 6.8: Parovy test

6.2 Neparametrické testy

V pfedchozich podkapitolach byly podrobné popséany parametrické testy, které jsou zaloZzeny na pFedpokladu
normalniho rozdéleni analyzovaného datového souboru. V praxi se vSak Casto stava, Zze experimentalni data
predpoklad normality nesplfiuji, pfipadné rozdéleni dat nezname vibec. Zejména u pfirodnich dat se normaini
rozdéleni vyskytuje spiSe vyjimecné. Pro testovani téchto datovych souborl se pouzivaji neparametrické testy.

Neparametrické testy nevyzaduji pfedpoklad specifického rozdéleni dat a jsou robustni na odlehlé hodnoty.
Vypocty testovacich kritérii jsou zalozeny na pofadkovych statistikach (medianech), proto jsou bézné nazyvany
pofadovymi testy. Na rozdil od parametrickych testd jsou vSak slabsi, tzn., ze v pfipadé jejich pouziti dochazi
s vétsi pravdépodobnosti k pfijeti nepravdivé hypotézy.

Neparametrickych testl existuje velké mnozstvi jako napf. Wicoxonuv test, Mann-WhitneyUv test, znaménkovy
test, Wald-WolfowitzGv test, neparametricky Kolmogorov-Smirnovlv test, medianovy test atd. V nasledujicich
odstavcich budou vysvétleny pouze ty neparametrické testy, které Ize provést v programu Statgraphics.

6.2.1 Jednovybérovy znaménkovy test

Jednovybérovy znaménkovy test (One Sample Sign Test) je neparametrickou obdobou jednovybérového t-testu
(testu spravnosti). Pouzivame jej pro statistické ulohy, kdy potfebujeme provést test spravnosti, avSak datovy
soubor nespliiuje pfedpoklady pouziti parametrického testu.

V programu Statgraphics provedeme znaménkovy test stejnym postupem jako v pfipadé testu spravnosti, jez
je uveden v odstavci 6.1.1 Test spravnosti. Vysledek testu se nam zobrazi v levé ¢asti vystupu analyzy pod
vysledkem t-testu (viz obrazek 6.9).
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Priklad: Restaurace na dané geolokalité prodava smazené hranolky, u nichz uvadi hmotnost 100 g. Nahodné bylo
zvazeno 20 prodanych porci. Rozhodnéte, zda stfedni hodnota (median) hmotnosti odpovida uvadéné hmotnosti.

Vysledek jednovybérového znaménkového testu (sign test):
sign test

Null hypothesis: median = 100,0

Alternative: not equal

Number of values below hypothesized median: 15

Number of values above hypothesized median: 5

Large sample test statistic = 2,01246 (continuity correction applied)
P-Value = 0,0441711

Reject the null hypothesis for alpha = 0,05.

Vyhodnoceni testu: Z vysledku jednovybérového znaménkového testu vyplyva, Ze vypoctena p-hodnota
0,0441711 je mensi nez 0,05, coz znamend, Ze zamitame nulovou hypotézu Hy, ve prospéch alternativni
hypotézy Ha.

Zavér: Jednovybérovym znaménkovym testem bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, ze hmotnost
prodavanych porci hranolek se vyznamné li§i od hmotnosti uvadéné restauraci.

File Edit Plot Describe Compare Relate Special SnapStats!! View Window Help

| | DR ) ] | ) e R | 5 7]

E] One-Variable Analysis - vaha porce hranolkii S}
1 O Y e B 1

Hypothesis Tests for uaha porce hranolkd A Scatterplot

Sample mean = 99,8825
Sample median = 99,84

MNull hypothesis: mean = 100,0
Rlternative: not equal

Computed t statistic = -3,19802
P-Ualue = 8,00473541

- i ]
997 998 999 100 1001 1002 1003 1004
Reject the null hypothesis for alpha = 8,05. . .
vaha porce hranolku

sign test

Null hypothesis: median = 100,80 Box-and-Whisker Plot

Alternative: not equal —

Number of values below hypothesized median: 15 =2 1003 E

Number of values above hypothesized median: S —g 1002 |- I

Large sample test statistic = 2,01246 (continuity correction applied) 5 1001 - E

P-Ualue = 8,0441711 g 100 - il

Reject the null hypothesis for alpha = 0,05. © 999 - b
© 998 - B
>

signed rank test 97 £ =

Null hypothesis: median = 100,08

fAlternative: not equal v

Use the right mouse button to select options [ NUM

Obrazek 6.9: Jednovybérovy znaménkovy test

6.2.2 Mann-WhitneyuUyv test

Mann-Whitneytv test (Mann-Whitney W test) je neparametrickou obdobou testu shodnosti (dvouvybérového
t-testu). Jeho pouziti je vhodné v pfipadech, kdy alespor jeden z analyzovanych nahodnych vybér nespliiuje
predpoklad normalniho rozdéleni.
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Mann-Whitneylv test provedeme v programu Statgraphics nasledujicim postupem: Compare—Two Samples—
Two-Sample Comparison. V dialogovém okné Two-Sample Comparison zadame do fadku Sample 1 nazev prvniho
datového souboru (vybéru), do fadku Sample 2 nazev druhého datového souboru, v nabidce Input zatrhneme Two
Data Columns a klikneme na OK. Zobrazi se nam vystup analyzy obsahuijici ¢tyfi okna. Nyni klikneme levou mysi
na ikonu Tabular options (druha ikona zleva v horni li§té vystupu). Zobrazi se dialogové okno Tabular Options
v némz zatrhneme Comparison of Medians. V levé Casti vystupu se zobrazi dalSi okno s vysledkem Mann-
Whitneyova testu (viz obrazek 6.10).

Priklad: V pribéhu mésice bylo méfeno mnozstvi srazek na dvou geolokalitach vzdalenych od sebe pouze 5 km.
Rozhodnéte, zda jsou stfedni hodnoty mnozstvi srdzek na geolokalitach shodné, nebo se liSi?

Vysledek Mann-Whitneyova testu:
Comparison of Medians

Median of sample 1: 27,135
Median of sample 2: 22,81

Mann-Whitney (Wilcoxon) W test to compare medians
Null hypothesis: medianl = median2

Alt. hypothesis: medianl NE median2

Average rank of sample 1: 33,15

Average rank of sample 2: 27,85

W = 370,5 P-value = 0,242491

Vyhodnoceni testu: Z vysledku Mann-Whitneyova testu vyplyva, Ze vypodtena p-hodnota 0,242491 je vétsSi
nez 0,05, coz znamena, zZe pfijimame nulovou hypotézu H.

Zaveér: Provedenym Mann-Whitneyovym testem bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, ze stfedni hodnoty
(mediany) mnozZstvi srazek na geolokalitach jsou ve sledovaném obdobi shodné.
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P-value is greater than or equal to 8,85, there is not a statistically
significant difference between the medians at the 95,0% confidence
level.
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Obrazek 6.10: Mann-Whitneyuv test
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6.2.3 Znaménkovy test pro parova data

Tento test je neparametrickou obdobou klasického parametrického parového testu. Jeho uziti je vhodné
v pfipadech, Ze mame zavislé nahodné vybéry a nejméné jeden z nich nesplnuje pfedpoklad normalniho rozdéleni.

Postup provedeni v programu Statgraphics je stejny jako v pfipadé parametrického parového testu, jez je uveden
v odstavci 6.1.3 Parovy test. Vysledek testu se ndm zobrazi v levé ¢asti vystupu analyzy pod vysledkem t-testu
(viz obrazek 6.11).

Priklad: Ve dvaceti vzorcich kofoly byl stanovovan obsah kofeinu ve dvou raznych laboratofich. Provedte
porovnani analyz pomoci znaménkového testu pro parova data a zjistéte, zda obé laboratofe vykazuji stejné
vysledky.

Vysledek testu:
sign test
Null hypothesis: median = 0,0
Alternative: not equal

Number of values below hypothesized median: 9

Number of values above hypothesized median: 11

Large sample test statistic = 0,223607 (continuity correction applied)
P-Value = 0,823059

Do not reject the null hypothesis for alpha = 0,05

Vyhodnoceni testu: Z vysledku znaménkového testu pro parova data vyplyva, Ze vypodtena p-hodnota
0,823059 je vétsi nez 0,05, coz znamena, ze pfijimame nulovou hypotézu H.

Zavér: Provedenym testem bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, ze obé laboratofe poskytuji stejné
vysledky.
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Obrazek 6.11: Znaménkovy test pro parova data
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7/ _Regresni a korelaCni analyza

Napini této kapitoly je osvétleni principt statistickych metod pouzivanych
ve statistické analyze dat k identifikaci vzajemné zavislosti dvou, pripadné vice
sledovanych proménnych. V ramci kapitoly jsou dale podrobné vysvétleny zplsoby
vypoétu a spravné pouziti jednotlivych metod na experimentalnich datech.
Pro n4zornost a lepSi pochopeni problematiky regresni a korelaéni analyzy je kapitola
dopinéna nazornymi priklady, véetné jejich podrobné interpretace.

7.1 Regresni analyza

Regresni analyzou se rozumi metody zkoumani jednostranné zavislosti néjaké veliiny (nikoliv nutné nahodné -
tzv. zavisle promé&nné) na jiné veli€iné nebo jinych veli€indch (tzv. nezavisle promé&nnych). Pfi zkoumani regresni
zavislosti se pozornost zaméfuje na nalezeni (stfedni kvadratické) regresni funkce, ktera vystihuje priibéh této
zavislosti, a vypocet rezidualniho rozptylu, ktery vystihuje tésnost této zavislosti.

Pro jednoduchost a z dlivodu zaméreni této publikace je nasledujici text zaméfen prevazné na diskrétni nahodné
veli¢iny, které jsou pro praktické aplikace nejdulezité;si.

7.1.1 Reqgresni funkce

Jsou-li X a Y dvé nahodné veli¢iny majici stfedni hodnoty, pak regresni funkci nahodné veli¢iny Y na nahodné
veli¢iné X je podminéna stfedni hodnota E(Y|X) jako funkce podminky:

ZY]F'ij
El|X = %) = 4

Zpij

|

kde pij =P (XZXi, Y:yJ) a
2P
i
Regresni funkce maji dilezitou minimalizacni vlastnost. Plati pro né totiz

E (Y- E(YIX)® = min E (Y - a0’

kde se minimum bere pfes vSechny méfitelné funkce g jedné proménné.

Jestlize ndhodné veli¢iny X a Y jsou nezavislé, je E(Y|X) = EY, takZe regresni funkce je konstantou. Jestlize
sdruzené rozloZeni nahodnych veliin X a Y je normalni, pak E(Y|X=x) = EY + 3.(x-EX), kde

_ COW{R,Y)
8 (BES

je tzv. regresni koeficient Y na X, takze regresni funkce je linearni. DX je rozptyl veli€iny X, cov je kovariance.

7.1.2 Stredni kvadraticka regresni funkce

Regresni funkce mohou byt zna¢né slozité. Proto se ¢asto aproximuji jednodusSimi funkcemi; pfitom se vychazi
z minimalizaéni vlastnosti regresni funkce. Funkci g, ktera minimalizuje stfedni kvadratickou odchylku
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Sg:E(Y-g(X))Z, hleddme nikoliv ve tfidé v8ech méfitelnych funkci jedné proménné, ale jen v néjaké podtfidé viech
méfitelnych funkci jedné proménné (napf. mezi vSemi linearnimi funkcemi, polynomy apod).

Funkce ziskan& touto cestou se nazyva stfedni kvadraticka regresni funkce. Neni-li mozna zaména se shora
definovanou regresni funkci, pak se pfivlastek stfedni kvadraticka vynechava.

7.1.3 Linearni stredni kvadraticka regresni funkce

Nejjednodussi stfedni kvadraticka regresni funkce je linearni stfedni kvadraticka regresni funkce. V tomto
pfipadé je obecny tvar minimalizaéni funkce g(x)=a.x+b, ovSem jen pro jedinou dvojici koeficientll [a,b] nabyva
stfedni kvadraticka odchylka Sy minima. Jinymi slovy jen pro jedinou dvojici koeficientll [a,b] je stfedni hodnota
E(Y-a.X-b)> minimalni. Tato dvojice koeficienttl uréuje nejlepsi linearni odhad nahodné veliginy Y prostfednictvim
nahodné veli€iny X. Proces nalezeni zminénych koeficientll se nazyva Casto regrese pfimkou a pouziva se pfi
ném metody nejmensich ¢tverc.

Je-li v tomto pfipadé DX = 0, pak koeficienty [a,b] jsou jednoznaéné uréeny a plati

cov i, Y)
b=—"12 ' =EY¥-b-EX
DX :

Je tedy vidét, Ze v pfipadé dvourozmérného normalniho rozlozeni je linearni stfedni kvadraticka regresni funkce
rovna regresni funkci, a koeficient b=p se nazyva regresni koeficient Y na X.

Jsou-li nahodné veli¢iny X a Y nezavislé, pak B = 0, takze nejlepSim linearnim odhadem nahodné veliciny Y je jeji
stfedni hodnota EY. Obracené, maze byt g = 0 i kdyz nahodné veliciny X a Y jsou zavislé. V tomto pfipadé muze
byt absence nahodné veli¢iny X v odhadu zplisobena pfedpokladem linearnosti odhadu.

7.2 Metoda nejmensich étvercu

7.2.1 Princip metody

Pojmy zavedené v pfedchozim odstavci budeme aplikovat na kone¢nou mnozinu nahodnych veli¢in X a Y.
Necht tedy je dana mnozina dvojic { [x;, yi] } pro i=1, 2, .., n. V praxi je nejcastéji reprezentovana tabulkou, napft.:

i Xi Yi

1 1,2 3,2
2 2,4 8,2
3 3,5 9,6
4 42 11,0
5 5,6 18,1

Velmi dobrou nazornou pomlckou je geometricka interpretace. Dvojice [x;,y;]] je mozZno chapat jako soufadnice
bodU v roving; pokud nebude moci dojit k zaméné, budou dvojice dat nazyvany body a linearni funkce y=a.x+b
pfimkou. Za téchto predpokladll lze data ze shora uvedené tabulky zobrazit v roviné znamym zplsobem
(viz obrazek 7.1).

Zde je na misté uvest, jaky je nejCastéjSi pfipad praktického pouZziti popisovaného aparatu. Data jsou sice
(z hlediska matematické teorie) nahodné veli€iny; jsou vSak zaroven hodnotami, které nesou informaci o stavu
néjakého procesu, objektu, fyzikalni nebo chemické veli¢iny apod. Dvojice dat tedy nese informaci o sou¢asném
stavu dvou objektd, veli¢in apod. Oznacime-li tyto objekty, veli¢iny apod. X a Y, pak zapis dvojice [x;, y]] do tabulky
vznikl jako zadznam této skute€nosti: v okamzZiku, kdy byla veli¢ina X ve stavu x;, byla veli¢ina Y ve stavu vy,
Uz v tom je implicitné vyjadfeno, Ze Y je pokladano za veli€inu zavislou na veli¢ing X: zméni-li se X na néjakou
hodnotu, zméni se i Y na néjakou hodnotu. Tedy prvni zavér: vytvofi-li se napf. shora uvedena tabulka, uz v tom
okamziku se data pokladaji za zavisla.
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Obréazek 7.1: Grafické znazornéni dat z tabulky shora

Za druhé: zavislost Y na X je
a) znama presné nebo
b) znama na Urovni analytického pfedpisu nebo
€) neznama.

V pfipadé ad a) neni z hlediska popisovanych metod co feSit. Je-li tou zndmou zavislosti napf. y=3.x+4,
pak tabulka dat mdze slouzit napf. ke zkoumani pfesnosti méfeni apod.

Pfipad ad c) je ¢astym Uvodem feSeni védeckych nebo technickych problému; snahou je tento pfipad prevést
na pfipad uvedeny pod bodem b) nalezenim vhodného tvaru obecné funkce.

Pfipad ad b) je nejCastéjSi a k jeho FeSeni sméfuje tato kapitola. Je znama funkéni zavislost dana svym obecnym
funk&nim predpisem (napf. y=a.x+b). Pro nékteré hodnoty x byly zjistény pfislusné hodnoty y. Sledovany konkrétni
déj se zcela jisté fidil néjakym konkrétnim funk&énim pfedpisem (napf. y=3.x+4), ale v okamziku zjistovani [x;, y|]
jesté skute€nost a=3 a b=4 nebyla znama. Tyto hodnoty jsou ale vétSinou cilem vyzkumu.

Situace je tedy tato: vi se, Ze Y=f(X) a pfedpis pro f je obecné znam; vi se, ze pro néktera x; byla naméfena néjaka
y;; cilem je nalézt takové hodnoty koeficientl ve funkénim pfedpise f, aby pro vSechna j bylo y=f(x;).

Problém je vSak v tom, Ze v praxi ttmér nikdy neplati presné y,=f(x;), ale jen y=f(x;). Vzdy dochazi k nepfesnostem
pfi ziskadvani hodnot, napf. diky nepfesnosti méfidla, nedokonalosti lidského vnimani, ale i diky
nezaznamenavanym vlivim okoli apod. Proto je vhodné pfedchozi odstavec preformulovat takto:

Vi se, ze Y=f(X) a pfedpis pro f je obecné& znam; vi se, Ze pro néktera x; byla naméfena néjaka y;; vi se, Ze toto
méfeni nebylo zcela pfesné; cilem je nalézt takové hodnoty koeficientd ve funkénim predpise f, ze kterého -
podrobice se jistym chybam - pivodné y; vzesly, tedy aby pro vSechna i bylo y; pokud mozno co nejblize f(x;).

Na dokresleni uvedme nasledujici obrazek 7.2 a pfiklad pro linearni zavislost:

200
180 1 Yi L
160 4 =‘:.'
140 4 e
1204+ T
100 T+ e
g0 4 4 .=
&0 1 o
a0 4 T _
20 4 ,-—_'_,- Xi
0,0 t t t t t t
0,0 1,0 20 3.0 a0 50 60 7.0

Obrazek 7.2: Grafické znazornéni moznych linearnich zavislosti
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Vi se, Ze plvodni funkéni zavislosti byla linearni zavislost (pfimka) y=a.x+b. Pfimek v roviné je vSak nekone¢né
mnoho; kazda je jednoznacné dana konkrétni dvojici koeficientl [a,b] (napf. [3,4] ). Z obrazku 7.2 je zfejmé,
Ze vyznacené body nejsou "moc blizko" teCkované pfimce. Obé Cerchované pfimky jsou na tom v tomto ohledu
daleko lépe. Ale ktera z nich?

PfedevSim je nutno pfesné definovat ponékud vagni pojem "byt blizko" resp. "co nejblize". Obecné je presna
definice podana v popisu minimalizacni vlastnosti regresni funkce. Zde se zaméfme pouze na linearni zavislost
(pFimku).

Jako miru pfesnosti byva zvykem chapat odchylku bodu od pfimky. Za tuto odchylku je mozno brat vzdalenost
bodu od pfimky - rozumi se béznou, kolmou vzdalenost. To v8ak by puUsobilo pfi zjiStovani koeficientd "nejlepsi"
pfimky znacné potiZze: musely by se spoustét kolmice na neznamou pfimku, neznamé koeficienty by byly
(Pythagorova véta) pod odmocninou aj. Proto se v tomto pfipadé chapla" odchylka - ve sméru osy vy, tj. hodnota
yi-f(Xi), pro pfimku yi-a.x;-b.

PFi posuzovani, zda body jsou "dost blizko" funkci (napf. pfimky), se hodnoti ne odchylka kazdého bodu zvlast,
ale je nutno jakymsi zpGsobem zohlednit vSechny body najednou. Jako kriterium se nabizi soucet odchylek vSech
bodu. Jsou-li body "hodné rozhazené okolo" funkce (napf. pfimky), zda se byt soucet jejich odchylek velky, jsou-li
"malo rozhdzené", zda se byt mensi. Pokud je vSak odchylka skute¢né definovana jako y;-f(x;) (pro pfimku y-a.x-b),
jsou nékteré odchylky kladné a nékteré zaporné. Ve svém dusledku to znamena, ze Ctyfi body majici odchylky
po fadé (100, -100, 100, -100) perfektné vyhovuiji, protoZe soucet jejich odchylek je nula - nejmensi mozny!

Tato zavada by Sla obejit zavedenim ne souctu odchylek, ale souctu absolutnich hodnot odchylek. To by vSak
pfi ur€ovani konkrétnich hodnot koeficientll a, b pfimky plsobilo obdobné problémy jako odmocnina u shora
zminéné kolmé odchylky. Proto se jako kriterium (jehoz nejmensi hodnota se hleda) pfijima soucet kvadrati
odchylek, tj. vyraz

5= ili}’i - f':}{ij:lz

jml

7.2.2 Linearni regrese primkou

Je-li funkci f(x) linearni funkce y = a.x + b, pak mé posledni vzorec pfedchoziho odstavce tvar

S=i|:j,ri—a-xi—h)2

jm1
Hodnota S se lisi pfimka od pfimky; zavisi na koeficientech a a b a v tomto smyslu je tedy S funkci a, b:

S=S(a,hj=i[yi—a-xi—h]

iml

2

Zakladni Glohou je pak nalézt takova a,, b, aby

S[a b j: i in S(a,h)

m'=ms 3heR

Hledani extréma funkci vice proménnych je jednou z uloh diferencialniho poctu (viz); v nasem pfipadé se redukuje
na feSeni soustavy

35 _

— =0
da
E =0
db

Je tedy
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EW XTI UETE SR

da da da

SS:aZ(Fi‘E'Hi—hjz (v, - 2% - b)’

e = =Za—ah =X 2 (yi-a-x-b)-(-1)=0
po vytknuti konstant

—E-E(xi-yi—a-}{?—h-xi)ztl

—E-E(yi—a-}{i —I:n):EI

a proto také

> [y -aud -bow) =0
Z[Eﬁ-a-}{i —h):u

po Upravé

> K :Za-}{?+2h-}{i
DI F

Scita se pres i (do n); na ném a ani b nezavisi, Ize je tedy vytknout. Po prohozeni stran je

H'Z}{iz"b'zxi:z}{i'}’i
E'Z}{i +h'ﬂ:ZEﬂ'i

To je kone€na tzv. soustava normalnich rovnic. ProtoZze vSechna x; i y; jsou zndma, jsou znamy i vSechny
¥ a soustava normalnich rovnic je tedy b&Zna soustava dvou linearnich rovnic o dvou neznamych a a b Re$enim
této soustavy (pokud existuje) jsou dvé hodnoty a,, a b, takové, Zze S (an,,bm,) = min.

1
=

Postup demonstrujme na datech ve shora uvedené tabulce. Je T x; = 16.9, £ y; = 50.1, X x? = 68.45, Xy =
204.68. Protoze bodu je 5, ma soustava normalnich rovnic tvar

68.45 a, + 16.9 b, = 204.68

16.9 a, + 5 b, = 50.1

Resenim je a, = 3.1199, b, = -0.5252. Pribéh funkce y = a,x + by, vzhledem k zadanym [x;yi] je na nasledujicim
obrazku 7.3:
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=3,1199x-0:252:352
. V=3 x-U,

Xi

Obrazek 7.3: Pribéh nalezené funkce y = anx + b,
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7.3 Korelaé€ni analyza

Pod pojmem korelace se obecné rozumi vzajemny vztah mezi dvéma veliinami. Méni-li se jedna, méni
se korelativné i druha. Ve statistice se v ziZzeném slova smyslu korela¢ni analyza zabyva zkoumanim vzajemné
linearni zavislosti dvou analyzovanych proménnych. V pfedchozim odstavci byl uveden postup kvantifikace
koeficientl takové linearni zavislosti, coz Ize provést pro jakakoliv data (ma-li soustava normalnich rovnic feseni).
OvSem pro praktické vyuziti nalezené zavislosti je tfeba posoudit, jak dobfe nalezena zavislost "vyhovuje" danym
datim. Tato mira linearni korelacni zavislosti se obecné vyjadfuje prostfednictvim koeficientu determinace R?.
Koeficient determinace udava, jaka ¢ast variability nahodné proménné y je zpusobena zavislosti na nahodné
proménné x a jaka Cast je zpusobena nahodnymi vlivy. V praxi se vSak k vyjadfeni tésnosti vzajemné linearni
zavislosti nejcastéji pouziva korelaéni koeficient obecné oznaCovany R (koeficient determinace je jeho druhou
mocninou). U konkrétnich koeficientl korelace se ¢asto misto oznaéeni R pouziva malér.

Hodnota korelagniho koeficientu se pohybuje v rozmezi -1 az 1. Cim vice se hodnota koreladniho koeficientu blizi
koeficientu rovna nule, jsou analyzované proménné nekorelované. V tomto pfipadé je vSak nutné si uvédomit,
Ze mezi proménnymi pouze neexistuje linearni zavislost, avSak muze mezi nimi existovat zavislost nelinearni
(napf. kvadraticka). Pokud se hodnota korela¢niho koeficientu pohybuje v rozmezi -1 az 0, je korelace negativni
(zaporna). Negativni korelace znamena, ze s rostouci hodnotou sledované proménné x klesa hodnota proménné y
(mezi proménnymi plati nepfima zavislost). Korelaéni koeficient, jehoZ hodnota se nachazi v rozsahu 0 az +1 znadi
pozitivni (kladnou) korelaci. Pozitivni korelace znamena, Ze s rostouci hodnotou proménné x zaroven roste
i hodnota proménné y (mezi proménnymi plati pfima zavislost). Mezi nejCastéji pouzivané korelacni koeficienty
patfi Pearsonuv korelacni koeficient a Spearmantv korelacni koeficient.

Grafickym znazornénim linearni zavislosti je pfimka (y = a.x + b). Pfimka je dana dvéma parametry a to smérnici
(a, angl. slope) a Usekem (b, angl. intercept, také y-intercept). Aby byly vysledky jakékoliv statistické analyzy
statisticky vérohodné, je nutné mit na kazdy parametr minimalné pét experimentalnich bodl. Proto v pfipadé
korelaéni analyzy je pro rigoréznost vysledku nutné mit pro obé proménné minimalné deset experimentalnich
hodnot.

U korela¢ni analyzy je dulezité mit vzdy na paméti, Ze korelace vyjadfuje pouze kvantitativni vztah mezi dvéma
proménnymi, ale nevysvétluje pfi€inu (korelace neimplikuje kauzalitu). To znamena, Ze korelaci nelze vysvétlovat
jako poznani realnych pficinnych vztaht (Meloun a Militky, 2011)!

Po vycisleni korelaéniho koeficientu pfed nami stoji rozhodnuti, zda je linearni zavislost mezi sledovanymi
proménnymi vyznamna, ¢i neni. Rozhodnuti o vyznamnosti korelaéniho koeficientu muzeme provést nékolika
zplsoby. Prvnim z nich je vyuziti vypoctené p-hodnoty, kdy pomoci hypotézy testujeme, zda je korelace mezi
proménnymi nulova. Pokud je vysledna p-hodnota vétSi nez nami zvolena hladina vyznamnosti a, pfijimame
hypotézu Hg, ktera fika, Ze mezi proménnymi neexistuje zadny linearni vztah. V opacéném pfipadé, Cili kdyz
vypoctena p-hodnota bude menSi nez zvolena hladina vyznamnosti a, hypotézu H, zamitneme ve prospéch
hypotézy alternativni Hp, ktera fika, Ze mezi proménnymi existuje vyznamna linearni zavislost. DalSi moznosti
jak rozhodnout o vyznamnosti korelaniho koeficientu je srovnani s jeho kritickou tabelarni hodnotou (kritické
tabelarni hodnoty pro Pearsonliv a Spearmantv korelacni koeficient jsou uvedeny v pfiloze 1 a 2). Korelaci mezi
proménnymi povazujeme za vyznamnou tehdy, jestlize je vypocltena absolutni hodnota korelaéniho koeficientu
vy$8i nez pfisludna kriticka tabelarni hodnota. Tieti moZnosti je posouzeni vyznamnosti korelace pomoci testu
vyznamnosti korelaéniho koeficientu. Testovaci kritérium pro provedeni testu vypoéteme dle nasledujici rovnice:

. _|r|><«u'n—2

Vypoctenou absolutni hodnotu t, nasledné srovname s pfislusnou hodnotou kvantilu studentova rozdéleni t, .,
(kritické tabelarni hodnoty Studentova t rozdéleni jsou uvedeny v pfiloze 3). V pfipadé, ze vypoc¢tena hodnota t,
je vy88i nez tabelarni hodnota kvantilu studentova rozdéleni t,,,, zamitdme na zvolené hladiné vyznamnosti a
hypotézu H,, Ze sledované proménné jsou nekorelované. Testem jsme tedy prokazali, ze mezi sledovanymi
proménnymi existuje vyznamna korelacni zavislost. Jestlize je hodnota t, nizSi nez tabelarni hodnota t, .., hypotézu
Ho pfijimame, coz znamena, Ze korela¢ni zavislost je nevyznamna.
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7.3.1 Pearsonulv korelacni koeficient

Pearsontv korelaéni koeficient, v literatufre nékdy také oznacovan jako vybérovy korelacni koeficient,
je parametrickym parovym koeficientem. Jelikoz je jeho vypocet zalozen na momentovych odhadech miry polohy
a variability (viz podkapitola 4.1 Klasické odhady miry polohy a variability), je pfedpokladem jeho pouziti normalita
datovych soubort bez odlehlych hodnot.

Pearsonuyv korelacni koeficient Ize vypocist dle nasledujici rovnice:

5

kde X a y jsou stfedni hodnoty obou datovych souboru.

bi—%)lyi -7)

f
i=1

by -5)° -Jﬁm e

=

i=1

V programu Statgraphics provedeme vypocet Pearsonova korelaéniho koeficientu nasledovné: Describe—Numeric
Data—Multiple-Variable Analysis. V dialogovém okné Multiple-Variable Analysis zadame do fadku data nazvy dvou
datovych souborl proménnych, které chceme analyzovat a klikneme na OK. Zobrazi se nam vystup analyzy,
pricemz vysledek korela¢ni analyzy se nachazi v levém dolnim okné s nazvem Correlations. Zde jsou pod sebou
ve sloupci uvedeny tfi hodnoty. Prvni z nich pfedstavuje vypoétenou hodnotu Pearsonova korelaéniho koeficientu,
druha hodnota je uvedena v zavorce a predstavuje polet parovych hodnot a tfeti je vypoétend p-hodnota
(viz obrazek 7.4).

ER File Edit Plot Con_wpare Relate Special SnapStats!! View Window Help _ _
o m@EE wv | BR FlE s E e e BE 27
DOOOED w  © e @

Analysis Summary A
Data variables:
UEK

UZDALENOST VEK 5
VZDALENOST Dsta

s VEK
There are 28 complete cases for use in the calculati EI DA ENOST

The StatAdvisor

orrelations

UZDALENOST

08,3958
( 28) [Select)

|

¥ Sort column names

0K | Cancel [ Delete | Transform...

The StatAdvisor

<

Use the right mouse button to select options
Obrazek 7.4: Pearsonuv korelacni koeficient - postup pro vypocet v programu Statgraphics
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Hodnotu Pearsonova korelacniho koeficientu je mozné vypocist i v tabulkovém procesoru Excel. V pracovnim
sesité jej pro zvolena data vypocéteme viozenim funkce PEARSON, nebo viozenim funkce CORREL (obé funkce
poskytuji shodné vysledky).

7.3.2 Spearmanuyv korelaéni koeficient

Spearman(lv korela¢ni koeficient je neparametrickym pofadovym koeficientem a oznacuje se symbolem r.
Jeho vypocet neni zalozen na vypoctech odhadl z experimentalnich hodnot, ale na jejich pofadi (podobné jako
v pfipadé kvantilovych charakteristik a neparametrickych testl). Uziti Spearmanova korelaéniho koeficientu
je vhodné zejména v pfipadech, kdy neni splnén pfedpoklad normality datovych soubord, nebo je prokazana
pritomnost odlehlych hodnot.

Spearmanlv korelaéni koeficient Ize vypocist dle nasledujici rovnice:

n
Z}‘:ri'".'-"ri — N3y
i=1

(N=1)- Sy Sy

rS—

kde X, Y jsou pofadim hodnoty x; a y; v ramci vzestupné uspofadanych hodnot, X, a Y, jsou aritmetické priméry
hodnot pofadi proménné x ay, s, a s, jsou vybérové smérodatné odchylky hodnot pofadi proménné x a y.

Postup vypocCtu v prostfedi programu Statgraphics: provedeme stejné ukony jako v pfipadé vypoctu Pearsonova
korelacniho koeficientu, jez je uveden v pfedchozi podkapitole. Po zobrazeni vystupu analyzy klikneme levou mysi
na ikonu Tabular options a ve zobrazené nabidce zatrhneme pfikaz Rank Correlations. V levé &asti vystupu
analyzy se objevi nové okno s nazvem Spearman Rank Correlations s vyslednym Spearmanovym korelaénim
koeficientem (viz obrazek 7.5):
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Obrazek 7.5: Spearmanuv korelacni koeficient - postup pro vypocet v programu Statgraphics
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8 Resené priklady statistického zpracovani dat

Za Uucelem nazorné ukazky praktického pouziti a moznosti procvic¢eni vyse uvedeného
vykladu problematiky statistické analyzy je v této kapitole uvedena rada resenych
prikladl véetné vstupnich experimentalnich dat a finalnich interpretaci vysledku.

8.1 Statisticka analyza velkych vybéru

Zadani:

V pribéhu let 2014 — 2016 byla sledovana navstévnost vybrané technické pamatky. Provedte pruzkumovou
analyzu dat a stanovte nejlepsi odhad polohy s nasledujicimi parametry: n = 100, a = 0,05, veli¢ina="Navstévnost"

Navstévnost
26 14 38 25 52
14 22 14 38 60
17 25 19 25 27
26 41 25 19 51
22 20 29 20 19
32 41 12 21 48
144 26 14 20 14
32 15 9 136 15
33 16 35 108 21
38 20 25 24 52
21 11 24 37 25
14 42 15 27 21
22 29 21 9 62
25 15 20 30 46
21 15 9 33 16
14 29 20 41 19
11 7 30 31 63
33 14 21 51 55
30 32 27 53 36
46 16 57 55 11
Reseni:
1. Prizkumova analyza dat
1.1. Diagnostika graf:
Histogram Box-and-Whisker Plot
0F ' ' 150 F - 3
ey . 120 .
§ ; S 9 | *
g D r
= D 60 i
- i |
0 40 80 120 160 i 1
Navstévnost 0k . — -
Obrazek 8.1: Histogram éetnosti Obrazek 8.2: Krabicovy graf
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Scatterplot Normal Probability Plot
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Obrazek 8.3: Jednorozmérny bodovy graf Obrazek 8.4: Normalni pravdépodobnostni graf
Normal Distribution Quantile-Quantile Plot
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Névstévnost Normal distribution
Obrazek 8.5: Kvantilovy graf Obrazek 8.6: Kvantil-kvantilovy graf

Z histogramu Cetnosti na obrazku 8.1 vyplyva, Ze data maiji silné asymetrické rozdéleni seSikmené k vySSim
hodnotam, pfiemz vpravo Ize identifikovat tfi odlehlé hodnoty. Krabicovy graf na obrazku 8.2 potvrzuje
vyraznou asymetrii s kladnym zeSikmenim k vy88im hodnotam. V horni €asti grafu je patrna pfitomnost tfi
odlehlych hodnot. V jednorozmérném bodovém grafu na obrazku 8.3 je patrny mrak bodi se zahusténim v levé
Céasti, coz potvrzuje asymetrické rozdéleni kladné seSikmené. Vpravo jsou pfitomny tfi odlehlé hodnoty.
Na obrazku 8.4 body v normalnim pravdépodobnostnim grafu vykresluji konkavni kfivku, coZ indikuje
asymetrické rozdéleni dat s kladnym zeSikmenim. V pravé Casti grafu se nachazeji tfi odlehlé hodnoty.
V kvantilovém grafu (obrazek 8.5) se data teoretické kfivce normalniho rozdéleni nepfimykaji a jsou sefazeny
do konkavniho tvaru - soubor dat ma jednoznaéné asymetrické rozdéleni s kladnym zeSikménim s tfemi
odlehlymi hodnotami. V kvantil-kvantilovém grafu (obrazek 8.6) vétSina bodl nelezi na pfimce, coz indikuje
asymetrické rozdéleni. Nahofe Ize opét identifikovat pfitomnost tfi odlehlych hodnot.

1.2. Ovéreni normality:

Vystup
Skewness 2,97301
Kurtosis = 11,7155

Hodnota koeficientu Sikmosti je kladna a je vyznamné vysSi nez nula, coz znamena, ze datovy soubor
je rozdélen asymetricky s kladnym zeSikmenim. Kladna hodnota koeficientu Spicatosti indikuje rozdéleni dat
8picatéjSi nez je normalni rozdéleni.

Zaver: Z grafickych diagnostik vyplyva, Ze soubor dat ma vyrazné asymetrické rozdéleni seSikmené k vySSim
hodnotdm se tfemi odlehlymi body nahofe. Vzhledem k charakteru dat, nelze tyto odlehlé body vyloudit.
Pro dalSi statistické hodnoceni bude zfejmé nutna transformace dat.

1.3. Statistické testy:

Testy nezavislosti — vystup:
Tests for Randomness of Cd

Runs above and below median
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Median = 25,0

Number of runs above and below median = 41
Expected number of runs = 47,4946

Large sample test statistic z = -1,25019
P-value = 0,211231

Runs up and down

Number of runs up and down = 63

Expected number of runs = 66,3333

Large sample test statistic z = -0,678158
P-value = 0,497669

Box-Pierce Test

Test based on first 24 autocorrelations
Large sample test statistic = 17,9638
P-value = 0,804761

Zaveér: VSechny tfi uvedené testy maji vypoctenou p-hodnotu vySSi nez 0,05, coz znamena, Ze pfijimame
nulovou hypotézu Hy (Hy = data jsou nezavisld). Provedenymi testy bylo s 95% statistickou jistotou prokazano,
Ze data jsou nezavisla.

Testy normality — vystup:

Vzhledem k velkému rozsahu datového souboru (n > 50) byl pro testovani normality pouzit Anderson-Darlingtv
test (A-D test) a Chi-kvadrat test dobré shody (x*-test).

Anderson-Darling A”2: P-Value = 0,0000

Chi-Square Test: P-Value = 1,19507E-7

Zaveér: Vysledna p-hodnota provedeného A-D testu 0,0000 je menSi nez 0,05. Zamitdme hypotézu Hj
ve prospéch hypotézy H, Provedenim A-D testu bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, Zze datovy soubor
nelze povazovat za vybér s normalnim rozdélenim. Z vysledku chi-kvadrat testu dobré shody vyplyva,
Ze vypoctena p-hodnota 1,19507E-7 je mensi nez 0,05. Provedenim chi-kvadrat testu bylo na hladiné
vyznamnosti 0,05 prokazano, ze data nelze povazovat za vybér z normalniho rozdéleni.

1.4. Identifikace odlehlych hodnot:

Identifikace odlehlych hodnot byla provedena pomoci diagnostiky grafu odlehlych hodnot a pomoci
medianovych soufadnic.

Outlier Plot with Sigma Limits
Sample mean = 30,51, std. deviation = 22,1799
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Obrazek 8.7: Graf pro identifikaci odlehlych hodnot
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Identifikace pomoci medidanovych souradnic — vystup:

Sorted Values

Studentized Values Modified

Row Value = . - —
Without Deletion With Deletion MAD Z-Score

38 7,0 -1,05997 -1,07141 -1,349
56 9,0 -0,969796 -0,979342 -1,19911
74 9,0 -0,969796 -0,979342 -1,19911
49 9,0 -0,969796 -0,979342 -1,19911
17 11,0 -0,879624 -0,88752 -1,04922
94 62,0 1,41975 1,44173 2,77294
98 63,0 1,46484 1,48853 2,84789
70 108,0 3,4937 3,75255 6,22039
69 136,0 4,7561 5,44993 8,31883
7 144,0 5,11679 6,00682 8,91839

V grafu odlehlych hodnot na obrazku 8.7 Ize identifikovat tfi odlehlé hodnoty, jejichz hodnota je vysSi
nez trojnasobek smeérodatné odchylky datového souboru. Z vyslednych hodnot medianovych soufadnic vyplyva,
Ze hodnoty 144, 136 a 108 nachazejici se na 7., 69. a 70. fadku datového souboru maji medidnovou soufadnici
vétsi nez tfi (8,91839; 8.31883; 6.22039) a mizeme je tedy povazovat za odlehlé hodnoty.

Zaver: Predpoklad o normalité vybéru byl zamitnut, coz je ve shodé se zavéry uvedenymi v ¢asti 1.1)
Diagnostika grafti a ¢asti 1.2) Ovéfeni normality. Pfedpoklad o nezavislosti hodnot byl pfijat. Grafem odlehlych
hodnot a kritériem medianovych soufadnic byly identifikovany 3 odlehlé body, coz je opét ve shodé se zavéry
grafickych diagnostik. Vzhledem k charakteru dat nelze odlehlé body z dalSi analyzy vylougit. Jejich vylou€eni
by mohlo nasledné vést ke ztraté dulezité informace. Vzhledem k asymetrickému rozdéleni dat a pfitomnosti
odlehlych hodnot se jevi jako nejvhodnéjSi pro nasledné vyhodnoceni studovaného souboru provedeni
transformace dat.

1.5. Transformace dat:

Pro transformaci dat byla pouZita logaritmickd transformace pomoci pfirozeného logaritmu xIn = In (x).
Nasledné byla uspéSnost transformace ovéfena grafickymi diagnostikami, testy normality a testovanim
odlehlych hodnot.

Data po transformaci:

Transformovana data xIn
3,258097|3,828641(2,772589(4,043051|4,007333
2,639057|2,639057(3,637586(3,218876(3,951244
2,833213|3,091042[2,639057(3,637586|4 ,094345
3,258097|3,218876(2,944439(3,218876|3,295837
3,091042(3,713572(3,218876(2,944439|3,931826
3,465736|2,995732(3,367296(2,995732|2,944439
4,969813|3,713572|2,484907|3,044522|3,871201
3,465736|3,258097(2,639057(2,995732|2,639057
3,496508| 2,70805 [2,197225(4,912655| 2,70805
3,637586|2,772589(3,555348(4,682131|3,044522
3,044522|2,995732(3,218876(3,178054(3,951244
2,639057|2,397895(3,178054(3,610918|3,218876
3,091042|3,73767 |2,70805 (3,295837|3,044522
3,218876|3,367296|3,044522|2,197225|4,127134
3,044522|2,70805 [2,995732(3,401197|3,828641
2,639057|2,70805 [2,197225(3,496508|2,772589
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Transformovana data xIn
2,397895|3,367296(2,995732(3,713572|2,944439
2,397895|1,94591 (3,401197(3,433987|4,143135
3,496508|2,639057(3,044522(3,931826|4 ,007333
3,401197|3,465736(3,295837(3,970292|3,583519

Transformovana data byla opét podrobena grafické diagnostice. Z vyslednych grafu vyplyva, ze transformace
dat vedla k zesymetri¢téni rozdéleni a priblizeni k normalité. Pfestoze Ize v grafech stale identifikovat mirné
odlehlé hodnoty, je zfejmé, transformaci doslo k jejich vyraznému pfiblizeni k ostatnim hodnotam v datovém
souboru. Hodnoty koeficientu Sikmosti a Spiatosti se po transformaci vyrazné pfibliZily nulové hodnoté (Sikmost
- 0,478559; Spicatost - 0,652687). Testy normality (Anderson-Darlinglyv test a Chi-kvadrat test dobré shody)
bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, Ze transformovana data Ize povaZovat za vybér z normalniho
rozdéleni.

Zaver: Ze statistického hlediska bylo provedeni transformace opravnéné a uspésné.

. Odhad miry polohy

Vzhledem k Uspésné transformaci je odhad polohy proveden pomaoci retransformovaného priiméru Xg.

Postup:
Nejprve vypocéteme z transformovanych dat aritmeticky primér: X = 3,24326

Nyni tuto vyslednou hodnotu pomoci zpétné transformace e™" prevedeme do puvodnich hodnot, ¢imz vy¢islime hodnotu
retransformovaného primeéru: Xg = 25,62 = 26.

Souhrnny zaveér: Prizkumovou analyzou dat bylo zjisténo, Ze soubor dat ma vyrazné asymetrické rozdéleni
kladné seSikmené k vy§§im hodnotam se tfemi odlehlymi body nahofe. Ovéfenim pfedpokladi o vybéru dat byl
pfedpoklad o normalité vybéru zamitnut, coz je ve shodé se zaveéry EDA. Pfedpoklad o nezavislosti hodnot
byl pfijat. Diagnostika grafu odlehlych hodnot a kritérium medianovych soufadnic urgilo tfi odlehlé body (horni),
coz je opét ve shodé se zavéry EDA. Vzhledem k charakteru dat, nelze tyto odlehlé body vyloudit. Jejich
vylou€eni by mohlo nasledné vést ke ztraté dilezité informace. Bylo prokazano, Ze transformace dat je nutna.
Provedena logaritmicka transformace byla Uspé&sna a poskytuje nejlepsi odhad stfedni hodnoty a to Xg = 26.

Pozn: V pripadé, Ze by transformace dat uspésna nebyla, bylo by nutné pro odhad stfedni hodnoty pouZzit median.

8.2 Statisticka analyza malych vybéri metodou Hornova postupu

Zadani:

V prubéhu 7 dnu byly na vybrané geolokalité sledovany celkové denni trzby stanku prodavajiciho zmrzlinu. Uréete
parametr polohy a rozptyleni s pouzitim Hornovy metody pivotll s nasledujicimi parametry: n = 7, veli¢ina="Celkové
denni trzby (K&)". Vysledky porovnejte s klasickymi a robustnimi odhady parametrd polohy a rozptyleni pomoci

programu Statgraphics.

Celkové denni trzby (K¢)
1240 | 810 | 949 | 1170 | 894 | 1904 | 1287

Reseni:

1. Serazeni dat vzestupné

Celkové denni trzby (K¢)
810 | 894 | 949 | 1170 | 1203 | 1287 | 1904

- 80 -



2. Hornova metoda pivotu

Hloubka pivotu H = (int((n+1)/2))/2 = (int((7+1)/2))/2 = 2
Dolni pivot Xp = Xagn = Xy = 894

Horni pivot Xu = Xe1-wy = Xze1-2) = Xy = 1287

Pivotova polosuma Po= (Xp + Xy) /2 = (894 + 1287)/2 =~ 1091
Pivotové rozpéti R = Xy — Xp = 1287 — 894 = 393

Zaveér: Bodovy odhad parametru polohy je pfiblizné 1091 K& a parametru rozptyleni 393 K&.

3. Klasické a robustni odhady parametru polohy a rozptyleni

Vystup:
Summary Statistics for denni trzby
Count = 7

Average = 1173,86

Median = 1170,00

Standard deviation = 366,98

Interquartile range= 393,00
Zavér: Klasické odhady parametru polohy a rozptyleni ¢ini: aritmeticky primér je pfiblizné 1174 K&
se smérodatnou odchylkou 367 K&. Robustni odhad téchto parametrd: median 1170 K¢ a interkvartilové rozpéti
393 K¢.

Souhrnny zavér: PFi porovnani vysledk( ziskanych Hornovou metodou pivotd s klasickymi a robustnimi
odhady bylo zjiSténo, ze tyto odhady parametru polohy poskytuji mirné nadhodnocené vysledky. Je ziejmé,
Ze v pfipadé malych vybéru je nejvhodnéjsi aplikace Hornovy metody pivotu.

8.3 Test spravnosti

Zadani:

Na sledované geolokalité stankovy prodejce park(l deklaruje obsah soli v tomto masném vyrobku 2,16 %
se smérodatnou odchylkou 0,1 %. V ramci kontroly bylo nahodné odebrano 36 vzork( prodavanych parku.
Rozhodnéte, zda jsou prodavané parky kvalitni a nepfekraluji deklarovany obsah soli. Parametry: n = 36,
veli¢ina="Obsah soli (%)"

Obsah soli (%)
2,26 1,84 2,12
2,08 1,94 2,22
2,13 1,89 2,22
2,15 2,24 1,97
2,01 2,07 2,02
2,22 1,97 2,21
2,16 2,24 2,31
2,15 1,97 2,28
2,01 2,26 2,19
1,96 2,30 2,13
2,09 2,29 2,05
1,83 2,06 2,12
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Reseni:
1. Prizkumova analyza dat

Prizkumovou analyzou dat bylo zji§t€no, Ze data maji normailni rozdéleni bez odlehlych hodnot. Nezavislost
vybéru byla pfijata. Transformace dat neni nutna.

2. Odhad stredni hodnoty datového souboru

JelikoZz datovy soubor splfiuje pfedpoklad normality, byla stfedni hodnota vypocitana pomoci aritmetického
primeéruX = 2,11 %.

3. Test spravnosti pfi znamém rozptylu

Formulace hypotézy Hy: Ho = U = Ho;
Formulace hypotézy Hj: HaS U > o
Nulova hypotéza: 2,16
Stfedni hodnota datového souboru: 2,11
Zvolena hodnota smérodatné odchylky: 0,1

Pocet hodnot v datovém souboru: 36

Chceme zjistit, jestli obsah soli nepfekracuje deklarovanou hodnotu => pro testovani zvolime jednostranny test
pravostrannou alternativu (Greater Than).

Vystup testu:
Hypothesis Tests
Sample mean = 2,11
Sample standard deviation = 0,1
Sample size = 36
95,0% lower confidence bound for mean: 2,11 - 0,0281596 [2,08184]
Null Hypothesis: mean = 2,16
Alternative: greater than
Computed t statistic = -3,0
P-Value = 0,997525
Do not reject the null hypothesis for alpha = 0,05.

Zaver: Z vysledku t-testu vyplyva, Zze vypoétena p-hodnota 0,997525 je vétsi nez 0,05, coz znamena,
Ze pfijimame nulovou hypotézu Ho.

Souhrnny zavér: Na zakladé provedeného testu bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, Ze obsah soli
v prodavanych parcich nepfekracuje hodnotu deklarovanou prodejcem.

8.4 Test shodnosti

Zadani:

V ramci dotaznikového prizkumu byl zjiStovan vék padesati navstévnik na geolokalité A a vék padesati
navstévnikd na geolokalité B. Rozhodnéte, zda je stfedni hodnota véku navstévnikd na geolokalité A shodna
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se stfedni hodnotou véku navstévnik( na geolokalité B. Parametry: n; = 50, n, = 50, a = 0,05, veli¢ina="Vék
navstévnika (rok)"

Geolokalita A
Vék navstévnika A
32 55 44 53 34
25 41 39 17 21
44 42 29 60 44
42 40 53 15 34
36 39 42 53 48
26 41 55 46 30
27 25 41 34 48
55 30 40 35 58
25 31 18 42 57
41 65 29 42 54
Geolokalita B
Vék navstévnika B
42 35 45 47 34
29 44 39 39 30
35 67 51 35 36
20 55 27 37 45
62 22 30 32 50
48 19 46 16 22
52 43 48 48 17
59 36 48 53 49
45 39 22 37 41
34 22 35 59 45

Reseni:
1. Prizkumova analyza dat

Soubor A: Z provedené prizkumové analyzy vyplyva, Ze data jsou nezavisla, homogenni, bez odlehlych
hodnot. Pfedpoklad normality byl pfijat. Z porovnani rozdéleni vyplyva, Ze data maji normalni rozdéleni.
Transformace dat neni nutna.

Soubor B: Z provedené prizkumové analyzy vyplyva, Ze data jsou nezavisla, homogenni, bez odlehlych
hodnot. Prfedpoklad normality byl pfijat. Z porovnani rozdéleni vyplyva, Ze data maji normaini rozdéleni.
Transformace dat neni nutna.

2. Test shody rozptylu

Vystup:
F-test to Compare Standard Deviations:
Null hypothesis: sigmal = sigma2
Alt. hypothesis: sigmal NE sigma2
F = 0,968034 P-value = 0,909929

Zaver: Z vysledku F-testu vyplyva, Ze vypoétena p-hodnota 0,909929 je vétsi nez 0,05, coz znamena,
Ze prijimame nulovou hypotézu H,. Testovanim bylo s 95% statistickou jistotou zjiSténo, ze rozptyly se povazuji
za shodné (homoskedasticita).
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3. Test shodnosti

Vystup:
t test to compare means:
Null hypothesis: meanl = mean2
Alt. hypothesis: meanl NE mean2
assuming equal variances: t = 0,0497249 P-value = 0,960443

Zaveér: Na zakladé zjisténi, Zze oba vybéry maji shodny rozptyl (vykazuji homoskedasticitu), byl pro test
shodnosti pouzit dvouvybérovy t-test pro shodné rozptyly. Z vysledku t-testu vyplyva, ze vypoétena p-hodnota
0,960443 je vétsi nez 0,05, coz znamena, ze pfijimame nulovou hypotézu H.

Souhrnny zavér: Testem shodnosti bylo prokazano, ze na 95% hladiné vyznamnosti neexistuje statisticky
vyznamny rozdil mezi stfednimi hodnotami véku navstévnik( na geolokalité A a geolokalité B. Stfedni hodnoty
véku navstévnikl na geolokalitach tedy lze povazovat za shodné.

8.5 Parovy test

Zadani:

Za ucCelem zhodnoceni vlivu nové poskytovanych sluzeb byla sledovana navstévnost dané geolokality.
Navstévnost byla sledovana nejprve 16 dnu pfed zavedenim sluzeb a nasledné 16 dnl po jejich zavedeni.
Rozhodnéte, zda zavedeni novych sluzeb mélo vyznamny vliv na navstévnost geolokality (porovnavame
navstévnost pred a po zavedeni nové poskytovanych sluzeb). Parametry: n, = 16, n, = 16, a = 0,05,
veli¢ina="Navstévnost"

Navstévnost pred zménami

41 45 44 48 37 32 44 47
29 37 16 28 43 48 58 49
Navstévnost po zménach
69 65 76 52 60 85 64 60
54 87 70 62 72 61 71 69

Reseni:
1. Prizkumova analyza dat
Soubor dat pred zménami: Z provedené priizkumové analyzy vyplyva, Ze data jsou nezavisla bez odlehlych

hodnot. Pfedpoklad normality byl pfijat.

Soubor dat po zménach: Z provedené prizkumové analyzy vyplyva, ze data jsou nezavisla bez odlehlych
hodnot. Pfedpoklad normality byl pfijat.

2. Parovy test

Vystup:
t-test

Null hypothesis: mean = 0,0
Alternative: not equal

Computed t statistic = -7,26788
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P-Value = 0,00000275003
Reject the null hypothesis for alpha = 0,05.

Zaver: Z vysledku parového testu (jednovybérového t-testu) vyplyva, Ze vypoltena p-hodnota 0,00000275003
je menSi nez 0,05, coz znamena, Ze zamitame nulovou hypotézu H, ve prospéch alternativni hypotézy Ha.

Souhrnny zavér: Parovy test zamitl na hladiné vyznamnosti a = 0,05 hypotézu o shodé& navstévnosti pred
a po zavedeni novych sluzeb. Z vysledku vyplyvd, Ze zavedeni nové poskytovanych sluzeb mélo vyznamny vliv
na vyslednou navatévnost dané geolokality.

8.6 Jednovybérovy znaménkovy test

Zadani:

Na sledované geolokalitt ma stankovy prodejce piva povoleno prodavat pouze desetistupfiové pivo (10°)
s obsahem alkoholu max. 4,3 %. V ramci kontroly bylo odebrano 30 vzork( prodavaného piva. Rozhodnéte, zda
stfedni hodnota alkoholu v odebranych vzorcich splfiuje vySe uvedeny limit. Parametry: n = 30, veli¢ina="Obsah
alkoholu (%)"

Obsah alkoholu (%)
4,3 5,6 2,3
5,2 2,3 2,3
2,4 1,7 1,6
3,4 5,3 3,2
2,7 5,0 1,8
3,4 2,7 1,1
55 14 2,0
4,1 1,1 1,8
3,5 1,7 2,7
1,1 1,9 3,6

Reseni:
1. Prizkumova analyza dat

Prizkumovou analyzou dat bylo zjisténo, Ze data jsou nezavisla bez odlehlych hodnot. Data nemaji normalni
rozdéleni.

2. Jednovybérovy znaménkovy test

Formulace hypotéz: Hy: 4 = MHo; Ha: 1> o
Nulova hypotéza: 4,3

Vystup:
sign test
Null hypothesis: median = 4,3
Alternative: greater than
Number of values below hypothesized median: 17,5
Number of values above hypothesized median: 8,8
Large sample test statistic = -3,88896 (continuity correction applied)
P-Value = 0,99995
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Do not reject the null hypothesis for alpha = 0,05.

Zaver: Z vysledku jednovybérového znaménkového testu vyplyva, ze vypoctena p-hodnota 0,99995 je vétsi
nez 0,05, coZ znamena, Ze pfijimame nulovou hypotézu Hj.

Souhrnny zavér: Na zakladé provedeného testu bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, Ze stfedni hodnota
alkoholu v odebranych vzorcich prodavaného desetistupniového piva splfiuje povoleny limit.

8.7 Mann-Whitneylyv test

Zadani:

V zajmové oblasti byla na dvou geolokalitich sledovana prodejnost suvenyrG. Prodejnost byla sledovana
v priibéhu jednoho mésice, pficemz vzdy na konci dne byla zaznamenana vySe trzeb. Rozhodnéte, zda je stfedni
hodnota vySe trzeb za prodané suvenyry na geolokalité A shodna se stfedni hodnotou vySe trzeb na geolokalité B.
Parametry: n, = 30, n, = 30, a = 0,05, veli¢ina="Prodejnost suvenyrl (trzby v K&)"

Geolokalita A
Prodejnost suvenyru (K¢)
2422 1498 1386
1722 1498 980
1414 1554 714
658 1302 1806
644 1176 896
812 966 924
1316 434 1274
1092 994 882
1694 588 644
1708 854 1204

Geolokalita B

Prodejnost suvenyru (K¢)

700 406 70
504 812 140
588 168 182
868 224 322
714 448 630
826 336 882
504 84 532
406 168 1050
462 266 168
336 168 140

Reseni:
1. Prizkumova analyza dat

Soubor A: Zprovedené priizkumové analyzy vyplyva, Ze data jsou nezavisla, bez odlehlych hodnot.
Pfedpoklad normality byl pfijat.

Soubor B: Z provedené prGzkumové analyzy vyplyvda, Zze data jsou nezavisla, bez odlehlych hodnot. Data
nesplnuji pfedpoklad normality.

2. Mann-Whitneylyv test
Vystup:
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Comparison of Medians

Median of sample 1: 1134,0

Median of sample 2: 406,0

Mann-Whitney (Wilcoxon) W test to compare medians
Null hypothesis: medianl = median2

Alt. hypothesis: medianl NE median2

Average rank of sample 1: 43,4

Average rank of sample 2: 17,6

W = 63,0 P-value = 1,09528E-8

Zaver: Z vysledku Mann-Whitney W testu vyplyva, Ze vypoc¢tena p-hodnota 1,09528E-8 je vyznamné mensi
nez 0,05, coZ znamen4, ze zamitdme nulovou hypotézu H, ve prospéch alternativni hypotézy Ha.

Souhrnny zavér: Mann-Whitneyovym testem bylo prokazéno, Ze na 95% hladiné vyznamnosti existuje
statisticky vyznamny rozdil mezi stfednimi hodnotami vy3e trzeb na geolokalité A a geolokalité B. Z vysledku
testu je zfejmé, ze prodejnost suvenyrt na dvou sledovanych geolokalitach je vyznamné rozdilna.

8.8 Znameénkovy test pro parova data

Zadani:

Za ucelem zhodnoceni vlivu rekonstrukce odpocinkovych zén na dané geolokalité byla sledovana spokojenost
navstévnikd. Navstévnici byli dotazovani nejprve 20 dnu pfed rekonstrukci a nasledné 20 dnd po rekonstrukci.
Rozhodnéte, zda rekonstrukce odpocinkovych zén méla vyznamny vliv na spokojenost navstévnikd (porovnavame
procentualni podil kladnych odpovédi v jednotlivych dnech pfed a po rekonstrukci). Parametry: n; = 20, n, = 20,
a = 0,05, veli¢ina="Spokojenost (%)"

Spokojenost pred rekonstrukci (%)
39 40 46 46 45 46 46 43 43 45
44 44 43 47 45 44 43 44 41 12
Spokojenost po rekonstrukci (%)
71 74 71 89 74 65 70 76 69 70
74 75 73 72 75 66 72 73 70 73
Reseni:

1. Prizkumova analyza dat

Datovy soubor — spokojenost pred rekonstrukci: Z provedené priizkumové analyzy vyplyva, Ze data jsou
nezavisla s jednou odlehlou hodnotou. Data nesplfiuji pfedpoklad normality.

Datovy soubor — spokojenost po rekonstrukci: Z provedené prlizkumové analyzy vyplyva, ze data jsou
nezavisla s jednou odlehlou hodnotou. Data nesplfiuji pfedpoklad normality.

2. Znaménkovy test pro parova data

Vystup:
sign test
Null hypothesis: median = 0,0
Alternative: not equal
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Number of values below hypothesized median: 20

Number of values above hypothesized median: O

Large sample test statistic = 4,24853 (continuity correction applied)
P-Value = 0,0000215322

Reject the null hypothesis for alpha = 0,05.

Zaveér: Z vysledku znaménkového testu pro parova data vyplyva, ze vypocétena p-hodnota 0,0000215322
je vyznamné mensi nez 0,05, coZz znamenda, Ze zamitdme nulovou hypotézu Hy ve prospéch alternativni
hypotézy Ha.

Souhrnny zavér: Znaménkovym testem pro parova data bylo prokazano, ze na 95% hladiné vyznamnosti
existuje statisticky vyznamny rozdil mezi spokojenosti navstévnikl pfed a po rekonstrukci odpocinkovych zén.
Je zfejmé, ze provedena rekonstrukce meéla vyznamny vliv na spokojenost navstévnika.

8.9 Pearsonuv korelacni koeficient

Zadani:

V ramci dotaznikového prazkumu byl sledovan vék navstévnikd dané geolokality. Navstévnici byli dale dotazovani,
jakou délku turistické trasy preferuji (km). UrCete Pearsontlv korelac¢ni koeficient a testujte na hladiné vyznamnosti
a = 0,05, zda mezi obéma proménnymi existuje statisticky vyznamna korelace (linearni zavislost). Parametry:
n; = 30, n, = 30, a = 0,05, veli€¢iny="Vé&k (rok)", "Délka trasy (km)"

Vék (rok)
39 58 42 36 38 58 29 51 27 55
53 20 23 62 44 48 46 49 49 40
41 42 50 36 38 36 33 17 42 51

Délka trasy (km)

55 35 9.0 85 50 2.0 9.0 3.0 9.0 25

1.0 13,0 12.0 35 6.0 4.0 45 35 6.5 75

55 8,5 45 9,5 5,0 10,0 12,0 14,0 8,0 7,0
Reseni:

1. Prizkumova analyza dat

Soubor dat — vék: Z provedené prlizkumové analyzy vyplyva, Ze data jsou nezavisla, bez odlehlych hodnot. Data
splfiuji pfedpoklad normality.

Soubor dat — délka trasy: Z provedené prizkumové analyzy vyplyva, Ze data jsou nezavisla, bez odlehlych
hodnot. Data splfiuji pfedpoklad normality.

2. Vypocet Pearsonova korelaéniho koeficientu

Vystup:
Correlations
Délka trasy V&k
0,8734
Délka trasy (30)
0,0000
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0,8734
Vék (30)

0,0000
Zavér: Hodnota Pearsonova korelaéniho koeficientu mezi vékem navstévnik( a preferovanou délkou turistické
trasy je 0,8734. Analyza byla provedena pro 30 experimentalnich parovych dat. Vypoétena p-hodnota
je 0,0000.

3. Vyznamnost vypocéteného korelaéniho koeficientu

3.1. Dle vypoctené p-hodnoty:

Z vysledku korelaéni analyzy vyplyva, Ze vypoétena p-hodnota 0,0000 je vyznamné mensi nez 0,05. Zamitdme
nulovou hypotézu H, ve prospéch alternativni hypotézy H,, coZ znamena, Ze mezi proménnymi existuje
vyznamna pozitivni korelace (hodnota korelaéniho koeficientu je v rozsahu 0 az +1).

3.2. Srovnanim s kritickou tabelarni hodnotou Pearsonova korela¢niho koeficientu:

Vypoctena hodnota r = 0,8734. Kriticka tabelarni hodnota pro 30 hodnot je 0,361. Jelikoz je vypoctena absolutni
hodnota korelaéniho koeficientu vy$si nez tabelarni kriticka hodnota, mizeme s 95% statistickou jistotou tvrdit,
Ze mezi proménnymi existuje vyznamna pozitivni korelace.

3.3. Testem vyznamnosti korela¢niho koeficientu:

¢ = l0.2734] VA0 -2
r {1- 187347 = 9490

Vypoctena hodnota t, = 9,490. Kriticka tabelarni hodnota Studentova rozdéleni t = g5, n-2 = 25y = 2,048. Jelikoz
je vypoctena hodnota t, vyS$Si nez kriticka tabelarni hodnota Studentova rozdéleni, zamitame na hladiné
vyznamnosti a = 0,05 hypotézu Hy, Ze sledované promé&nné jsou nekorelované.

Souhrnny zavér: Provedenou prizkumovou analyzou bylo zjisténo, Ze oba datové soubory analyzovanych
proménnych splfuji pfedpoklad normality a v datech nejsou pfitomny odlehlé hodnoty. Na zakladé téchto
vysledkl byl pro vypocet pouzit Pearsonliv korelacéni koeficient, jehoz hodnota je 0,8734. Vyznamnost
korelacniho koeficientu byla posouzena tfemi metodami. Z vySe uvedenych vysledkd vyplyva, ze vramci
sledované geolokality existuje vyznamna pozitivni korelace mezi vékem navstévnik( a preferovanou délkou
turistické trasy.

8.10 Spearmanuv korelacni koeficient

Zadani:

V obdobi 10. — 20. srpna 2016 byla sledovana denni navstévnost geolokality a mnozstvi spadlych srazek
(mm/den). Uréete Spearman(iv korelaéni koeficient a testujte na hladiné vyznamnosti a = 0,05, zda mezi obéma
promé&nnymi existuje statisticky vyznamndé korelace (linearni zavislost). Parametry: n; = 10, n, = 10, a = 0,05,
veli¢iny="Navstévnost", "MnoZstvi srazek (mm/den)"

Navstévnost
248 | 210 | 173 | 322 | 497 | 370 | 285 | 68 | 136 | 24

Mnozstvi srazek (mm/den)
74 | 89 | 12 | 12 | o | o | 63 | 274 | 138 | 546
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Reseni:
1. Prizkumova analyza dat

Soubor dat — navstévnost: Z provedené priuzkumové analyzy vyplyva, ze data jsou nezavisla, bez odlehlych
hodnot. Data splfiuji pfedpoklad normality.

Soubor dat — mnozstvi srazek: Z provedené prizkumové analyzy vyplyva, Ze data jsou nezavisla s jednou
odlehlou hodnotou. Data nesplfiuji pfedpoklad normality.

2. Vypocet Spearmanova korela¢niho koeficientu

Vystup:
Spearman Rank Correlations
navstévnost srazky
-0,9970
navitévnost (10)
0,0028
-0,9970
srazky (10)
0,0028

Zavér: Hodnota Spearmanova korelaéniho koeficientu mezi navstévnosti a mnozstvim spadlych srazek je
-0,9970. Analyza byla provedena pro 10 experimentalnich parovych dat. Vypoc¢tena p-hodnota je 0,0028.

3. Vyznamnost vypoéteného korelaéniho koeficientu

3.1. Dle vypoctené p-hodnoty:

Z vysledku korelaéni analyzy vyplyva, Ze vypoétena p-hodnota 0,0028 je vyznamné mensi nez 0,05. Zamitdme
nulovou hypotézu H, ve prospéch alternativni hypotézy H,, coZz znamena, Ze mezi proménnymi existuje
vyznamna negativni korelace (hodnota korela¢niho koeficientu je v rozsahu -1 az 0).

3.2. Srovnanim s kritickou tabelarni hodnotou Spearmanova korelaéniho koeficientu:

Vypoé&tena hodnota rs = -0,9970. Kriticka tabelarni hodnota pro 10 hodnot je 0,648. Jelikoz je vypoltena
absolutni hodnota korelaéniho koeficientu vy$si nez tabelarni kritickd hodnota, mGzeme s 95% statistickou
jistotou tvrdit, Ze mezi promé&nnymi existuje vyznamna negativni korelace.

3.3. Testem vyznamnosti korela¢niho koeficientu:

g = losomalvin=2
. J1-(-0.9970 7 < 36433

Vypoctena hodnota t. = 36,433. Kritickd tabelarni hodnota Studentova rozdéleni ty = g0s5 n2 - 5 = 2,306.
JelikoZ je vypoctena hodnota t, vyS$Si nez kriticka tabelarni hodnota Studentova rozdéleni, zamitame na hladiné
vyznamnosti a = 0,05 hypotézu Hy, Ze sledované proménné jsou nekorelované.

Souhrnny zavér: Provedenou prizkumovou analyzou dat bylo zjiSténo, Ze jeden datovy soubor nesplnuje
predpoklad normality a v datech je pfitomna jedna odlehla hodnota. Na zakladé téchto vysledkud byl pro vypocet
pouzit Spearmanuv korelacni koeficient, jehoZz vysledna hodnota je -0,9970. Vyznamnost korelaéniho
koeficientu byla posouzena tfemi metodami. Z vySe uvedenych vysledkd vyplyva, ze vramci sledované
geolokality existuje vyznamna negativni korelace mezi denni navstévnosti a mnozstvim spadlych srazek.

4. Vypocet Spearmanova korelaéniho koeficientu v tabulkovém procesoru Excel

Vypocet provedeme dle vzorce (viz odstavec 7.3.2 Spearman(v korelaéni koeficient):
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Postupovat budeme nasledovné:

1. Vytvofime tabulku, ktera bude obsahovat 11 fadkd (mame 10 experimentalnich parovych hodnot, 1 fadek
pro zahlavi) a 5 sloupcl. V prvnim sloupci bude uvedena hodnota proménné x => x, ve druhém sloupci poradi
hodnoty x; vramci vzestupné uspofadanych hodnot => x;, ve tfetim sloupci hodnota proménné y => vy,
ve étvrtém sloupci pofadi hodnoty y; v rdmci vzestupné usporadanych hodnot => y,;, v patém sloupci uvedeme
pro kazdy par dat hodnotu x; vynasobenou hodnotou y;, => X;; . Vs

2. Nejprve do pfipravené tabulky viozime hodnoty proménné x a y (1. a 3. sloupec). Nasledné do sloupce x;
napiSeme Ccislo poradi proménné x dle jeji hodnoty vzestupné (2. sloupec). Totéz provedeme pro sloupec y;;
(4. sloupec). V pfipadé, ze mame v nékterych fadcich hodnoty proménné shodné, zadame primérnou hodnotu
danych poradi. Do posledniho sloupce zadame hodnotu rovnajici se soucinu pfislusné hodnoty x;; a ;.

X Xii y Yri Xri « Yri
248 6 7,4 5 30
210 5 8,9 6 30
173 4 12 7 28
322 8 1,2 3 24
497 10 0 1,5 15
370 9 0 15 13,5
285 7 6,3 4 28

68 2 274 9 18
136 3 13,8 8 24
24 1 54,6 10 10

3. Vypoéteme sumu hodnot v 5. sloupci (X . yr) => Lioizeis % =220.5

4. Vypocteme aritmetické praméry z hodnot ve 2. a 4. sloupci (z pofadovych hodnot x;; a y;;) => X, =5,5;y, =5,5

5. Vypocteme vybérové smérodatné odchylky z hodnot ve 2. a 4. sloupci (z pofadovych hodnot x;; a yy) => Sy, =
3,02765; sy, = 3,018462

6. Nakonec dosadime vesSkeré vypoctené hodnoty do vyse uvedeného vzorce

290,5— (L0 u(5,545,5)
n = L L —0,9970
= (10-1)w1,02765 »1,0034 627

7. Vysledna vypoctena hodnota Spearmanova korela¢niho koeficientu je -0,9970.

8.11 Souhrnny priklad

Zadani:

V pribéhu Cervence a srpna roku 2016 byla cestovni kancelafi sledovana navstévnost dvou zahrani¢nich destinaci
— Egypt a Spanélsko. Celkem bylo ziskano 46 hodnot pro kazdou destinaci (udajd). Dale byla cestovni kancelafi
v priibéhu prosince 2016 sledovana navstévnost a priimérna cena zajezdu pouze pro Egypt. Celkem bylo ziskano
12 hodnot (idajd). Stanovte stfedni hodnoty navstévnosti pro Egypt a Spanélsko v 1ét& 2016, stfedni hodnotu
navstévnosti pro Egypt v zimé 2016 a stfedni hodnotu primérné ceny zajezdu do Egypta v zimé 2016.
Rozhodnéte, zda byla v 1ét& 2016 navstévnost Egypta vyznamné niz$i nez navstévnost Spanélska? Existuje v zimé
2016 vyznamna linearni zavislost mezi navstévnosti Egypta a primérnou cenou zajezdu? Cestovni kancelafr
si dale pro Egypt v prosinci 2016 stanovila minimalni limit primérné ceny prodanych zajezdd na osobu 12 000 K¢.
Splnila cestovni kancelaf v pfipadé Egypta v zimé 2016 stanoveny minimalni limit prdmérné ceny prodanych
zajezda?
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Parametry:
a=0,05
Léto 2016: Egypt (navstévnost) n, = 46; Spanélsko (navstévnost) n, = 46
Zima 2016: Egypt (navstévnost) n; = 12; Egypt (primérna cena zajezdu v K¢) ny = 12

Navstévnost — Léto 2016

Egypt (pocet osob)

391 69 682 253 131 117 87 105 115 2171
169 228 166 172 51 420 240 209 270 121
171 163 148 115 32 216 165 142 219 225
203 103 154 501 135 140 147 236 100 129
132 141 144 176 136 98

Navstévnost — Léto 2016

Spanélsko (poéet osob)
2764 308 3932 8480 2648 2488 4360 1056 1040 1268
1876 2020 2704 1972 1660 1812 3412 2332 11680 1612
1828 2788 1356 1440 2036 2492 708 1976 2052 3540
3700 780 1464 3456 708 924 876 956 960 2572
2748 2648 2844 3776 1452 760

Navstévnost — Zima 2016
Egypt (pocet osob)
20 | 28 | 257 | 15 | 101 | 10 | 46 | 8 [ 88 [ 8 [ 29 [ 49

Primérna cena zajezdu — Zima 2016
Egypt (KS)
17690] 17220 | 9190 | 18690 | 11690 | 19950 | 14590 | 12890 | 12690 | 22890 [16900[14200

Reseni:

Pro spravny vybér vypoctu stfednich hodnot datovych souboru a nasledné testovani musime nejprve jednotlivé
pro kazdy datovy soubor provést prizkumovou analyzu dat.

1. Prizkumova analyza dat

1.1. Léto 2016 - Egypt navstévnost

1.1.1. Diagnostika grafu:

Histogram - navstévnost

Box-and-Whisker Plot
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Obrazek 8.9: Krabicovy graf
Obrazek 8.8: Histogram cetnosti
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Normal Probability Plot Scatterplot - navstévnost
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Obrazek 8.10: Normalni pravdépodobnostni graf Obrazek 8.11: Jednorozmérny bodovy graf
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Obréazek 8.12: Kvantilovy graf Obréazek 8.13: Kvantil-kvantilovy graf

Z histogramu Cetnosti na obrazku 8.8 je zfejmé, ze data maji silné asymetrické rozdéleni seSikmené k vySSim
hodnotam, vpravo Ize identifikovat jednu odlehlou hodnotu. Krabicovy graf na obrazku 8.9 potvrzuje vyraznou
asymetrii s kladnym zeSikmenim. V grafu je patrnd pfitomnost péti odlehlych hodnot. V normdlnim
pravdépodobnostnim grafu (obrazek 8.10) body vykresluji konkavni kfivku, coz indikuje asymetrické rozdéleni
dat s kladnym zeSikmenim. V pravé &asti grafu Ize identifikovat jednu odlehlou hodnotu. Od skupiny bodU
se nepatrné oddéluji dalSi ¢tyfi podezielé hodnoty, které Ize taktéZ podezfivat z odlehlosti. V jednorozmérném
bodovém grafu na obrazku 8.11 je patrny mrak bodd se zahus$ténim v levé ¢asti, coz potvrzuje asymetrické
rozdéleni kladné seSikmené. Opét jsou zde patrné Ctyfi mirné odlehlé hodnoty a napravo jedna vyznamné
odlehl4 hodnota. V kvantilovém grafu (obrazek 8.12) se data teoretické kfivce normalniho rozdéleni nepfimykaji
a jsou sefazeny do konkavniho tvaru - soubor dat ma jednoznacné asymetrické rozdéleni s kladnym
zeSikménim s péti odlehlymi hodnotami. V kvantil-kvantilovém grafu (obrazek 8.13) vétSina bodl nelezi
na pfimce, coz indikuje asymetrické rozdéleni. Nahofe je opét zfejma pfitomnost jedné odlehlé hodnoty.
Dale se od skupiny bodl nepatrné oddéluji ¢tyfi hodnoty, které Ize podezfivat z odlehlosti.

1.1.2. Ovéreni normality:

Vystup:
Skewness = 5,51567
Kurtosis = 33,7011

Hodnota koeficientu Sikmosti i SpiCatosti je kladna a je vyznamné& vy3Si nez nula, coZz znamend, Ze datovy
soubor je rozdélen asymetricky s kladnym zeSikmenim.

Zaver: Z grafickych diagnostik vyplyva, ze soubor dat ma vyrazné asymetrické rozdéleni seSikmené k vysSim
hodnotdm s jednou vyznamné odlehlou hodnotou a dal$imi étyfmi podezfelymi hodnotami nahore.

1.1.3. Statistické testy:

Testy nezavislosti — vystup:
Runs above and below median:
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P-value = 0,296597
Runs up and down:
P-value = 0,0846208
Box-Pierce Test
P-value = 0,993937

Zaveér: Vsechny tfi testy nezdvislosti maji vypo&tenou p-hodnotu vyssi nez 0,05, coZ znamena, Ze pfijimame
nulovou hypotézu Hy (Ho = data jsou nezavisla). Provedenymi testy bylo s 95% statistickou jistotou prokazano,
Ze data jsou nezavisla.

Testy normality — vystup:

Na zakladé velikosti datového souboru (obsahuje méné nez 50 hodnot) byl pro testovani normality pouzit
Kolmogorov-Smirnovay test (K-S test) a Shapiro-Wilk{v test (S-W test).

Kolmogorov-Smirnov Test: P-Value = <0,01

Shapiro-Wilks Test: P-Value = 0,0

Zaver: Vysledna p-hodnota provedeného K-S testu je <0,01 a S-W testu je 0,0. JelikoZ jsou vysledné p-hodnoty
vyznamné mensi nez 0,05, zamitame hypotézu Hg ve prospéch hypotézy H, Provedenim K-S testu a S-W testu
bylo s 95% statistickou jistotou prok&zéno, Ze datovy soubor nelze povazovat za vybér s normalnim rozdélenim.

1.1.4. Identifikace odlehlych hodnot:

Identifikace odlehlych hodnot byla provedena pomoci diagnostiky grafu odlehlych hodnot a pomoci
medianovych soufadnic.

Outlier Plot with Sigma Limits
Sample mean = 226,913, std. deviation = 315,161
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Obrazek 8.14: Graf pro identifikaci odlehlych hodnot

V grafu odlehlych hodnot (obrazek 8.14) lze identifikovat jednu odlehlou hodnotu, jejiz hodnota je vysSi
nez trojnasobek smérodatné odchylky datového souboru. Pomoci medianovych soufadnic bylo identifikovano

5 odlehlych hodnot. Tyto hodnoty maji medianovou souradnici vétsi nez tfi a muizeme je tedy povazovat
za odlehlé hodnoty.

Zavér: Predpoklad o normalité vybéru byl zamitnut, coz je ve shodé s diagnostikou grafd i hodnotami
koeficientd Sikmosti a S$piCatosti. Pfedpoklad o nezavislosti hodnot byl pfijat. Grafem odlehlych hodnot
byla identifikovana 1 odlehla hodnota (pozn.: jelikoZz je identifikace odlehlych hodnot v grafu zalozena
na vypo¢tu smérodatné odchylky, mlze byt tato diagnostika v pfipadé silné asymetrickych dat malo
vérohodna). Kritériem medianovych soufadnic bylo identifikovano 5 odlehlych hodnot, coz je opét ve shodé
se zavéry vétsiny grafickych diagnostik. S ohledem na charakter dat nelze odlehlé body z dal$i analyzy vyloucit
(mozna ztrata dulezité informace). Vzhledem k asymetrickému rozdéleni dat a pfitomnosti odlehlych hodnot
se jevi jako nejvhodnéjsi pro nasledné vyhodnoceni studovaného souboru provedeni transformace dat.

1.1.5. Transformace dat:

Pro transformaci dat byla pouzita logaritmicka transformace pomoci pfirozeného logaritmu xIn = In (x).

Nasledné byla uspéSnost transformace ovéfena grafickymi diagnostikami, testy normality a testovanim
odlehlych hodnot.
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Z vyslednych grafd vyplyva, Ze transformaci dat nebylo dosazeno zesymetricténi rozdéleni a pfiblizeni
k normalité. V grafech Ize stale identifikovat vyznamné odlehlé hodnoty. Hodnoty koeficientu Sikmosti
a SpiCatosti se po transformaci nepfiblizily nulové hodnoté. Taktéz testy normality (Kolmogorov-Smirnov(iv test
a Shapiro-Wilkav test) bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, Ze transformovana data nelze povaZovat
za vybér z normalniho rozdéleni.

Zaveér: Ze statistického hlediska nebyla provedena transformace dat uspé&Sna a pro dalSi odhady a testy
je nutné vyuzit robustnich a neparametrickych metod statistické analyzy.

1.2. Léto 2016 - Spanélsko navstévnost

1.2.1. Diagnostika graft:

Histogram - navstévnost .
Box-and-Whisker Plot
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Obrazek 8.18: Jednorozmérny bodovy graf
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Obrazek 8.17: Normalni pravdépodobnostni graf

Normal Distribution - navstévnost Quantile-Quantile Plot - navstévnost
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Obrazek 8.20: Kvantil-kvantilovy graf
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Obrazek 8.19: Kvantilovy graf
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Z histogramu &etnosti a krabicového grafu (obrazek 8.15 a 8.16) vyplyva, Zze data maji silné asymetrické
rozdéleni seSikmené k vy$Sim hodnotam se dvéma odlehlymi hodnotami. V normalnim pravdépodobnostnim
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grafu (obrazek 8.17) jsou body sefazeny do konkavni kfivky, coz indikuje asymetrické rozdéleni dat s kladnym
zeSikmenim. V pravé ¢asti grafu Ize identifikovat dvé odlehlé hodnoty. V jednorozmérném bodovém grafu
na obrazku 8.18 je patrny mrak bodu se zahusténim v levé €asti, coz potvrzuje asymetrické rozdéleni kladné
seSikmené. V pravé Casti grafu jsou pritomny dvé odlehlé hodnoty. V kvantilovém grafu (obrazek 8.19) se data
teoretické kfivce normalniho rozdéleni nepfimykaji a sefazeni bodd do konkavniho tvaru indikuje asymetrické
rozdéleni s kladnym zeSikménim se dvéma odlehlymi hodnotami. Body v kvantil-kvantilovém grafu
(obrazek 8.20) nelezi na pfimce, coz potvrzuje asymetrické rozdéleni. Nahore je opét zfejma pfitomnost dvou
odlehlych hodnot.

1.2.2. Ovéreni normality:

Vystup:
Skewness = 3,06574
Kurtosis = 12,1208

Hodnota koeficientu Sikmosti i Spi¢atosti je kladna a je vyznamné vy3Si neZ nula, coz znamena, Ze datovy soubor
je rozdélen asymetricky s kladnym zeSikmenim.

Zavér: Z grafickych diagnostik vyplyva, Ze soubor dat ma vyrazné asymetrické rozdéleni seSikmené k vysSSim
hodnotam se dvéma odlehlymi hodnotami nahofe.

1.2.3. Statistické testy:

Testy nezvislosti — vystup:
Runs above and below median:
P-value = 0,100966
Runs up and down:
P-value = 0,0846208
Box-Pierce Test
P-value = 0,682736

Zaveér: U vSech provedenych testu nezavislosti je vypocétena p-hodnota vysSi nez 0,05, coz znamena,
Zepfijimame nulovou hypotézu Hy (Ho = data jsou nezavisla). Testovanim bylo s 95% statistickou jistotou
prokazano, Ze data jsou nezavisla.

Testy normality — vystup:

Na zakladé velikosti datového souboru (obsahuje méné nez 50 hodnot) byl pro testovani normality pouzit
Kolmogorov-Smirnovav test (K-S test) a Shapiro-Wilkdv test (S-W test).

Kolmogorov-Smirnov Test: P-Value = <0,01

Shapiro-Wilks Test: P-Value = 4,1706E-11

Zavér: Vysledna p-hodnota provedeného K-S testu je <0,01 a S-W testu je 4,1706E-11. Jelikoz jsou vysledné
p-hodnoty vyznamné mensi nez 0,05, zamitame hypotézu Hy ve prospéch hypotézy H, Provedenim K-S testu
a S-W testu bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, ze datovy soubor nelze povazovat za vybér s normalnim
rozdélenim.

1.2.4. Identifikace odlehlych hodnot:

Identifikace odlehlych hodnot byla provedena pomoci diagnostiky grafu odlehlych hodnot a pomoci
medianovych soufadnic.

V grafu odlehlych hodnot (obrazek 8.21) lIze identifikovat dvé odlehlé hodnoty, jejichz hodnota je vyssi
nez trojnasobek smérodatné odchylky datového souboru. Pomoci medianovych soufadnic byly rovnéz
identifikovany 2 odlehlé hodnoty.
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Outlier Plot with Sigma Limits
Sample mean = 2397 04, std. deviation = 1959 81
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Obrazek 8.21: Graf pro identifikaci odlehlych hodnot
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Zavér: Predpoklad o normalité vybéru byl zamitnut, coz je ve shodé s diagnostikou grafd i hodnotami
koeficienti Sikmosti a Spicatosti. Predpoklad o nezavislosti hodnot byl pfijat. Grafem odlehlych hodnot
byly identifikovany 2 odlehlé hodnoty. Kritériem medianovych soufadnic byly taktéz identifikovany 2 odlehlé
hodnoty, coz je opét ve shodé& se zavéry vétSiny grafickych diagnostik. S ohledem na charakter dat nelze
odlehlé body z dalsi analyzy vyloucit (mozna ztrata dulezité informace). Vzhledem k asymetrickému rozdéleni
dat a pfitomnosti odlehlych hodnot se jevi jako nejvhodnéjsi pro nasledné vyhodnoceni studovaného souboru
provedeni transformace dat.

1.2.5. Transformace dat:

Pro transformaci dat byla pouzita logaritmicka transformace pomoci pfirozeného logaritmu xIn = In (x).
Nasledné byla uspésnost transformace ovéfena grafickymi diagnostikami, testy normality a testovanim
odlehlych hodnot.

Z vyslednych grafll vyplyva, ze transformaci dat bylo dosaZzeno zesymetri¢téni rozdéleni a pfriblizeni
k normalité. Né&kterymi grafickymi diagnostikami lze stale identifikovat dvé velmi mirné odlehlé hodnoty.
Hodnoty koeficientu Sikmosti a Spiatosti se po transformaci vyrazné pfiblizily nulové hodnoté. Taktéz testy
normality (Kolmogorov-Smirnoviiv test a Shapiro-Wilklv test) bylo s 95% statistickou jistotou prokézano,
Ze transformovand data Ize povazovat za vybér z normalniho rozdéleni.

Zaver: Ze statistického hlediska byla provedena transformace dat Uspésna a pro dalSi odhady a testy je mozné
pfi pouziti transformovanych dat vyuzit klasickych metod statistické analyzy.

1.3. Zima 2016 - Egypt navstévnost

1.3.1. Diagnostika graft:

Histogram - navstévnost

Box-and-Whisker Plot
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Obrazek 8.22: Histogram cetnosti
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Obrazek 8.23: Krabicovy graf
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Normal Probability Plot

Scatterplot - navstévnost
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Obrazek 8.24: Normalni pravdépodobnostni graf Obrazek 8.25: Jednorozmérny bodovy graf
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Obréazek 8.26: Kvantilovy graf

Normal distribution
Obréazek 8.27: Kvantil-kvantilovy graf

Dle histogramu a krabicového grafu (obrazek 8.22 a 8.23) je rozdéleni dat asymetrické, silné seSikmené.
V grafech Ize identifikovat jednu odlehlou hodnotu. V normalnim pravdépodobnostnim grafu (obrazek 8.24)
body sefazené do konkavni kfivky potvrzuji asymetrické rozdéleni dat s kladnym zeSikmenim s jednou odlehlou
hodnotou vpravo. V jednorozmérném bodovém grafu na obrazku 8.25 je zfejmy mrak bodl se zahu$ténim
v levé Casti, coz opét potvrzuje asymetrické rozdéleni kladné seSikmené. V pravé &asti grafu je patrna jedna
odlehla hodnota. V kvantilovém grafu (obrazek 8.26) se data teoretické kfivce normalniho rozdéleni nepfimykaji
a sefazeni bodl do konkavniho tvaru indikuje asymetrické rozdéleni s kladnym zeSikménim s jednou odlehlou
hodnotou. Body v kvantil-kvantilovém grafu (obrazek 8.27) nelezi na pfimce, coz potvrzuje asymetrické
rozdéleni. Nahore je opét zfejma pfitomnost jedné odlehlé hodnoty.

1.3.2. Ovéreni normality:

Vystup:
Skewness = 2,32936
Kurtosis = 6,24844

Vypocteny koeficient Sikmosti i Spicatosti je kladny a vyznamné vysSSi nez nula, coz znamena, Ze datovy soubor
je rozdélen asymetricky s kladnym zeSikmenim.

Zavér: Z grafickych diagnostik vyplyva, Ze soubor dat ma vyrazné asymetrické rozdéleni seSikmené k vySSim
hodnotam s jednou odlehlou hodnotou nahofe.

1.3.3. Statistické testy:

Testy nezavislosti — vystup:

Runs above and below median:

P-value = 0,762065
Runs up and down:
P-value = 0,901433
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Box-Pierce Test
P-value = 0,817367

Zaveér: U vSech provedenych testd nezavislosti je vypoctena p-hodnota vySSi nez 0,05, coz znamena,
Ze pfijimame nulovou hypotézu H, (Hy = data jsou nezavisla). Testovanim bylo s 95% statistickou jistotou
prokazano, Ze data jsou nezavisla.

Testy normality — vystup:

Na zakladé velikosti datového souboru (obsahuje méné nez 50 hodnot) byl pro testovani normality pouzit
Kolmogorov-Smirnovay test (K-S test) a Shapiro-Wilk{v test (S-W test).

Kolmogorov-Smirnov Test: P-Value = <0,01

Shapiro-Wilks Test: P-Value = 0,000934327

Zaver: Vysledna p-hodnota provedeného K-S testu je <0,01 a S-W testu je 0,000934327. Vysledné p-hodnoty
jsou vyznamné mensi nez 0,05, proto zamitame hypotézu Hy ve prospéch hypotézy H, Provedenim K-S testu
a S-W testu bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, ze datovy soubor nelze povazovat za vybér s normalnim
rozdélenim.

1.3.4. Identifikace odlehlych hodnot:

Identifikace odlehlych hodnot byla provedena pomoci diagnostiky grafu odlehlych hodnot a pomoci
medianovych soufadnic.

Outlier Plot with Sigma Limits
Sample mean = 61,0833, std. deviation = 69 2511
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Obrazek 8.28: Graf pro identifikaci odlehlych hodnot
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V grafu odlehlych hodnot (obrazek 8.28) Ize identifikovat moznou jednu odlehlou hodnotu (jeji hodnota je velmi

blizko hodnoté trojnasobku smérodatné odchylky). Pomoci medianovych soufadnic byla identifikovana
1 odlehl& hodnota.

Zavér: Predpoklad o normalité vybéru byl zamitnut, coz je ve shodé s diagnostikou grafd i hodnotami
koeficientl Sikmosti a SpiCatosti. Pfedpoklad o nezavislosti hodnot byl pfijat. Grafem odlehlych hodnot i kritériem
medianovych soufadnic byla identifikovana 1 odlehla hodnota, coz je opét ve shodé se zavéry grafickych
diagnostik. Odlehlé body nelze vzhledem k charakteru dat vyloucit. Vzhledem k asymetrickému rozdéleni dat
a pritomnosti odlehlé hodnoty se jevi jako nejvhodnéjSi pro nasledné vyhodnoceni studovaného souboru
provedeni transformace dat.

1.3.5. Transformace dat:

Pro transformaci dat byla pouzita logaritmicka transformace pomoci pfirozeného logaritmu xIn = In (x).

Nasledné byla uUspésnost transformace ovéfena grafickymi diagnostikami, testy normality a testovanim
odlehlych hodnot.

Transformovana data byla opét podrobena grafické diagnostice. Z vyslednych grafll vyplyva, ze transformaci
dat bylo dosazeno zesymetri¢téni rozdéleni a pfiblizeni k normalité. Odlehlé hodnoty v transformovanych
datech jiz nebyly identifikovany. Hodnoty koeficientu Sikmosti a Spi¢atosti se po transformaci vyrazné priblizily
nulové hodnoté. Taktéz testy normality (Kolmogorov-Smirnoviv test a Shapiro-Wilkav test) bylo s 95%
statistickou jistotou prokazano, Ze transformovana data Ize povazovat za vybér z normalniho rozdéleni.

-99 -



Zaver: Ze statistického hlediska byla provedena transformace dat uspésna a pro dalSi odhady a testy je mozné
pfi pouziti transformovanych dat vyuzit klasickych metod statistické analyzy.

1.4. Zima 2016 — Egypt cena

1.4.1. Diagnostika graf(:

Histogram - cena

Box-and-Whisker Plot
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Z histogramu Cetnosti na obrazku 8.29 je zfejmé, Zze data maji normalni rozdéleni bez odlehlych hodnot.
Krabicovy graf na obrazku 8.30 potvrzuje normalitu datového souboru bez pfitomnosti odlehlych hodnot.
V normalnim pravdépodobnostnim grafu (obrazek 8.31) se body pfimykaji teoretické pfimce, coz indikuje
normalni rozdéleni. V grafu nelze identifikovat odlehlé hodnoty. V jednorozmérném bodovém grafu na obrazku
8.32 je patrny mrak bodd bez zahus$téni a odlehlych bodl. V kvantilovém grafu (obrazek 8.33) se data
teoretické kfivce normalniho rozdéleni velmi dobfe pfimykaji - soubor dat ma jednozna&né normaini rozdéleni
bez odlehlych hodnot. V kvantil-kvantilovém grafu (obrazek 8.34) vétSina bodu lezi na pfimce, coz indikuje
symetrické rozdéleni. V grafu nelze identifikovat odlehlé hodnoty.
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1.4.2. Ovéreni normality:

Vystup:
Skewness = 0,160826
Kurtosis = 0,334013

Hodnota koeficientu Sikmosti i SpiCatosti je velmi blizka nule, coz znamena, Ze datovy soubor spliuje
prfedpoklad normalniho rozdéleni.

Zaver: Z grafickych diagnostik vyplyva, ze soubor dat ma normalni rozdéleni bez odlehlych hodnot.

1.4.3. Statistické testy:

Testy nezavislosti — vystup:

Runs above and below median:
P-value = 0,762065

Runs up and down:

P-value = 0,901433
Box-Pierce Test

P-value = 0,511953

Zaveér: Vsechny tfi testy nezavislosti maji vypo&tenou p-hodnotu vyssi nez 0,05, coZ znamena, Ze pfijimame
nulovou hypotézu Hy (Ho = data jsou nezavisla). Provedenymi testy bylo s 95% statistickou jistotou prokazano,
Ze data jsou nezavisla.

Testy normality — vystup:

Na zakladé velikosti datového souboru (obsahuje méné nez 50 hodnot) byl pro testovani normality pouzit
Kolmogorov-Smirnovay test (K-S test) a Shapiro-Wilk{v test (S-W test).
Kolmogorov-Smirnov Test: P-Value = >=0,10

Shapiro-Wilks Test: P-Value = 0,989116

Zavér: Vysledna p-hodnota provedeného K-S testu je >=0,10 a S-W testu je 0,989116. JelikoZ jsou vysledné
p-hodnoty vyznamné vétsi nez 0,05, pfijimame hypotézu H,. Provedenim K-S testu a S-W testu bylo s 95%
statistickou jistotou prokazano, ze datovy soubor Ize povazovat za vybér s normalnim rozdélenim.

1.4.4, Identifikace odlehlych hodnot:

Identifikace odlehlych hodnot byla provedena pomoci diagnostiky grafu odlehlych hodnot a pomoci
medianovych soufadnic.

Outlier Plot with Sigma Limits
Sample mean = 15715 8, std. deviation = 3876,56
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Obrazek 8.35: Graf pro identifikaci odlehlych hodnot

Dle grafu odlehlych hodnot (obrazek 8.35) je zfejmé, Ze se v datech nevyskytuji odlehlé hodnoty. Pomoci
medianovych soufadnic byla nepfitomnost odlehlych hodnot potvrzena.

Zavér: Predpoklad o normalité vybéru byl pfijat, coZ je ve shodé s diagnostikou graf( i hodnotami koeficientl
Sikmosti a SpiCatosti. Pfedpoklad o nezavislosti hodnot byl pfijat. Grafem odlehlych hodnot i kritériem
medianovych souradnic nebyly identifikovany zadné odlehlé hodnoty, coz je opét ve shodé se zavéry grafickych
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diagnostik. Transformace dat neni nutna. Pro dalSi odhady a testy je mozné vyuZit klasickych metod statistické
analyzy.

2. Odhad miry polohy

Prazkumovou analyzou dat jsme Zjistili, ze prvni analyzovany datovy soubor (Léto 2016 — Egypt - navstévnost)
ma vyrazné asymetrické rozdéleni seSikmené k vy$Sim hodnotam s pfitomnosti jedné odlehlé hodnoty.
Transformace dat nebyla Uspésna. Z uvedenych dlvodl je nutné pro odhad miry polohy (odhad stfedni
hodnoty) pouzit robustni metody. Odhad stfedni hodnoty tedy provedeme pomoci medianu. V pfipadé druhého
a tfetiho datového souboru (Léto 2016 — Spanélsko — navstévnost; Zima 2016 — Egypt — navétévnost) byla opét
zjiSténa vyrazna asymetrie s pfitomnosti odlehlych hodnot. Transformace dat vSak byla Uspé3Sna a pro odhad
miry polohy (odhad stfedni hodnoty) Ize pouzit na tato transformovana data klasické metody. Odhad stfedni
hodnoty tedy provedeme pomoci retransformovaného priméru. Ctvrty analyzovany datovy soubor (Zima 2016
— Egypt - cena) ma normalni rozdéleni bez pfitomnosti odlehlych hodnot. Odhad stfedni hodnoty Ize provést
pomoci aritmetického priiméru.

Vysledné stifedni hodnoty:

2.1. Léto 2016 — Egypt navstévnost

XNO,5 = 151

2.2. Léto 2016 — Spanélsko navstévnost

x r = 1913

2.3. Zima 2016 — Egypt navstévnost

x r = 38

2.4. Zima 2016 — Egypt cena

x = 15715,8 ~ 15715 K&

Zavér: Stfedni hodnota navstévnosti Egypta v 1été 2016 je 151 osob, stfedni hodnota navétévnosti Spanélska
vIété 2016 je 1913 osob, stfedni hodnota navstévnosti Egypta v zimé 2016 je 38 osob a stfedni hodnota
primeérné ceny zajezdu do Egypta v zimé 2016 je 15715 K¢.

3. Mann-Whitneyuv test

Nyni musime rozhodnout, zda byla v lét¢ 2016 navstévnost Egypta vyznamné nizSi neZ navstévnost
Spanélska. Pro analyzu pouZijeme datovy soubor navstévnosti Egypta v 1ét& 2016 a datovy soubor
naviétévnosti Spanélska v Iét& 2016. K testovani pouZijeme, vzhledem k asymetrickému rozdéleni a odlehlym
hodnotam v datovych souborech, neparametrickou obdobu testu shodnosti, tedy Mann-Whitney(v test.
Pro testovani zvolime jednostranny test levostrannou alternativu - Less Than (potfebujeme zjistit, zda byla
v 1ét& 2016 navstévnost Egypta vyznamné niz&i nez navstévnost Spanélska).

Mann-Whitneyuv test - vystup:
Comparison of Medians

Median of sample 1: 151,0

Median of sample 2: 1998,0

Mann-Whitney (Wilcoxon) W test to compare medians
Null hypothesis: medianl = median2

Alt. hypothesis: medianl < median2

Average rank of sample 1: 24,1522

Average rank of sample 2: 68,8478

W = 2086,0 P-value = 0,0
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Zaver: Z vysledku Mann-Whitneyova testu vyplyva, ze vypocétena p-hodnota 0,0 je vyznamné mensi nez 0,05,
C0Z znamend, Ze zamitdme nulovou hypotézu Hy ve prospéch alternativni hypotézy Ha. Mann-Whitneyovym
testem bylo na 95% hladiné vyznamnosti prokazano, ze navstévnost Egypta v Iété 2016 byla vyznamné nizSi
nez navstévnost Spanélska.

4. Korelaéni analyza

DalSi otdzkou, kterou musime dle zadani pomoci statistické analyzy vyfesSit je, zda existuje v zimé 2016
vyznamna linedarni zavislost mezi navstévnosti Egypta a prGmérnou cenou zajezdu. Tento problém vyfeSime
pomoci korelaéni analyzy. Prizkumovou analyzou dat jsme zjistili, ze datovy soubor pro navstévnost Egypta
v zimé 2016 ma asymetrické rozdéleni dat s pfitomnosti jedné odlehlé hodnoty, kterou nelze vyloucit. Proto
pro vycisleni tésnosti vzajemné linearni zavislosti pouzijeme Spearman(iv korelaéni koeficient.

Pozn.: Pokud bychom pouZili Pearsontv korelaéni koeficient, ktery je vhodny pouze pro data splriujici podminku normality
bez odlehlych hodnot, méli bychom vysledek nespravny - vyrazné podhodnoceny, prip. nadhodnoceny. Déle nelze
korelovat jeden soubor dat s normalnim rozdélenim a druhy soubor s transformovanymi daty.

Vysledna hodnota Spearmanova korelaéniho koeficientu:
Zima 2016 Egypt navstévnost a Zima 2016 Egypt cena
rs = -1,0000

5. Vyznamnost vypocéteného korela€niho koeficientu

Nyni musime rozhodnout, zda tato linearni zavislost je vyznamna, Ci neni.

Vypoctena p-hodnota 0,0000 je vyznamné menSi nez zvolena hladina pravdépodobnosti 0,05. Zamitame
nulovou hypotézu Hy ve prospéch alternativni hypotézy H,, coZz znamena, Ze mezi proménnymi existuje
vyznamna negativni korelace (hodnota korelaéniho koeficientu je v rozsahu -1 az 0). Ze srovnani vypoctené
hodnoty korelaéniho koeficientu s kritickou tabelarni hodnotou Spearmanova korelaéniho koeficientu, ktera
pron = 12 ¢&ini 0,587, vyplyva, Ze absolutni hodnota rg = -1,0000 je vyznamné vysSi. Mizeme tedy s 95%
statistickou jistotou tvrdit, Ze mezi Ze mezi proménnymi existuje vyznamna negativni korelace.

Zavér: Na zakladé vysledkl prizkumové analyzy dat byl pro vypocet pouzit Spearmanuv korelaéni koeficient,
jehoz vysledna hodnota je -1,0000. Vyznamnost korelaéniho koeficientu byla posouzena s pouzitim dvou
metod. ZvySe uvedenych vysledkl vyplyva, Ze existuje vyznamna negativni linearni zavislost
mezi navstévnosti Egypta a primérnou cenou zajezdu v zimé 2016. Je tedy zfejmé, ze v uvedeném pripadé
s narlstajici cenou zajezdu navstévnost dané destinace klesa.

6. Test spravnosti

Poslednim Ukolem vyplyvajicim ze zadani je rozhodnout, zda v pfipadé v pfipadé Egypta v zimé 2016 spinila
cestovni kancelar stanoveny minimalni limit primérné ceny prodanych zajezdu, ktery €inil 12 000 K& na osobu.
K testovani pouZijeme vzhledem k normalité datového souboru test spravnosti. Pro testovani zvolime
jednostranny test levostrannou alternativu — Less Than (potfebujeme zjistit, zda nejsou primérné ceny
prodanych zajezdd vyznamné nizsi, nez udava stanoveny minimaini limit).

Test spravnosti - vystup:
t-test

Null Hypothesis: mean = 12000,0

Alternative: less than

Computed t statistic = 3,32048

P-Value = 0,996587

Do not reject the null hypothesis for alpha = 0,05.

Zaveér: Z vysledku testu spravnosti vyplyva, ze vypoltena p-hodnota 0,996587 je vétsi nez 0,05, coz znamena,
Ze pfijimame nulovou hypotézu H,. Na zakladé provedeného testu bylo s 95% statistickou jistotou prokazano,
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Ze cestovni kancelaf v pfipadé Egypta v zimé& 2016 stanoveny minimalni limit primérné ceny prodanych
zajezd( splnila.

Souhrnny zavér: Prizkumovou analyzou dat bylo zjisténo, Ze prvni analyzovany datovy soubor (Léto 2016 —
Egypt - navstévnost) ma vyrazné asymetrické rozdéleni seSikmené k vy§Sim hodnotam s pfitomnosti jedné
odlehlé hodnoty. Transformace dat nebyla uspéSna. Na zakladé téchto vysledku byla pro odhad miry polohy
(odhad stfedni hodnoty) pouzita robustni metoda, a to median. V pfipadé druhého a tfetiho datového souboru
(Léto 2016 — Spanélsko — navstévnost; Zima 2016 — Egypt — navstévnost) byla opét zjisténa vyrazna asymetrie
s pfitomnosti odlehlych hodnot. Transformace dat v3ak byla uspésna a pro odhad miry polohy (odhad stfedni
hodnoty) byl pouZit retransformovany primér. Ctvrty analyzovany datovy soubor (Zima 2016 — Egypt - cena)
splnil pfedpoklad normality, pfiéemz v datech nebyly identifikovany odlehlé hodnoty. Odhad stfedni hodnoty
byl u tohoto datového souboru proveden pomoci aritmetického priméru. V lété 2016 Cinila stfedni hodnota
navétévnosti Egypta 151 osob a stfedni hodnota navstévnosti Spanélska 1913 osob. V zimé& 2016 ginila stfedni
hodnota navstévnosti Egypta 28 osob a stfedni hodnota ceny zajezdu 15 715 K&. Mann-Whitneyovym testem
bylo na 95% hladiné vyznamnosti prokazano, ze navstévnost Egypta v 1été 2016 byla vyznamné nizSi
nez navstévnost Spanélska. Pomoci koreladni analyzy byla s 95% statistickou jistotou prokdzéna vyznamna
negativni linearni zavislost mezi navstévnosti Egypta a prdmérnou cenou zajezdu v zimé 2016. Vypoctena
hodnota korela¢niho koeficientu je -1,0000. Ke stanoveni vzajemné linearni zavislosti byl pouzit Spearmanav
korela¢ni koeficient. Z vysledku vyplyva, Ze v pfipadé Egypta v zimé 2016 s narUstajici cenou zajezdu
navstévnost klesala. Z vysledku testu spravnosti vyplyva, Zze vypoctena p-hodnota 0,996587 je vétsi nez 0,05,
COZ znamena, ze pfijimame nulovou hypotézu H,. Na zakladé provedeného testu bylo s 95% statistickou
jistotou prokazano, ze cestovni kancelaf v pfipadé Egypta v zimé 2016 stanoveny minimalni limit prdmérné
ceny prodanych zajezdU splnila. Testem spravnosti bylo s 95% statistickou jistotou prokazano, Ze cestovni
kancelar v pfipadé Egypta v zimé 2016 stanoveny minimalni limit 12 000 K& primérné ceny prodanych zajezdu
splnila.
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Pilohy

Priloha 1: Kritické hodnoty Pearsonova korelaéniho koeficientu

N Hladina vyznamnosti a - oboustranna alternativa
0,20 0,10 0,05 0,01
3 0,951 0,988 0,997 1,000
4 0,800 0,900 0,950 0,99
5 0,687 0,805 0,878 0,959
6 0,608 0,729 0,811 0,917
7 0,551 0,669 0,754 0,875
8 0,507 0,621 0,707 0,834
9 0,472 0,582 0,666 0,798
10 0,443 0,549 0,632 0,765
11 0,419 0,521 0,602 0,735
12 0,398 0,497 0,576 0,708
13 0,380 0,476 0,553 0,684
14 0,365 0,458 0,532 0,661
15 0,351 0,441 0,514 0,641
16 0,338 0,426 0,497 0,623
17 0,327 0,412 0,482 0,606
18 0,317 0,400 0,468 0,590
19 0,308 0,389 0,456 0,575
20 0,299 0,378 0,444 0,561
21 0,291 0,369 0,433 0,549
22 0,284 0,360 0,423 0,537
23 0,277 0,352 0,413 0,526
24 0,271 0,344 0,404 0,515
25 0,265 0,337 0,396 0,505
26 0,260 0,330 0,388 0,496
27 0,255 0,323 0,381 0,487
28 0,250 0,317 0,374 0,479
29 0,245 0,311 0,367 0,471
30 0,241 0,306 0,361 0,463
40 0,207 0,264 0,312 0,403
50 0,184 0,235 0,279 0,361
60 0,168 0,214 0,254 0,330
70 0,155 0,198 0,235 0,306
80 0,145 0,185 0,220 0,286
90 0,136 0,174 0,207 0,270
100 0,129 0,165 0,197 0,256
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Priloha 2: Kritické hodnoty Spearmanova korelaéniho koeficientu

N Hladina vyznamnosti a - oboustranna alternativa
0,20 0,10 0,05 0,01
5 0,800 0,900 1,000
6 0,657 0,829 0,886 1,000
7 0,571 0,714 0,786 0,929
8 0,524 0,643 0,738 0,881
9 0,483 0,600 0,700 0,833
10 0,455 0,564 0,648 0,794
11 0,427 0,536 0,618 0,755
12 0,406 0,503 0,587 0,727
13 0,385 0,484 0,560 0,703
14 0,367 0,464 0,538 0,679
15 0,354 0,446 0,521 0,654
16 0,341 0,429 0,503 0,635
17 0,328 0,414 0,488 0,618
18 0,317 0,401 0,472 0,600
19 0,309 0,391 0,460 0,584
20 0,299 0,380 0,447 0,570
21 0,292 0,370 0,436 0,556
22 0,284 0,361 0,425 0,544
23 0,278 0,353 0,416 0,532
24 0,271 0,344 0,407 0,521
25 0,265 0,337 0,398 0,511
26 0,259 0,331 0,390 0,501
27 0,255 0,324 0,383 0,492
28 0,250 0,318 0,375 0,483
29 0,245 0,312 0,368 0,475
30 0,240 0,306 0,362 0,467
35 0,222 0,283 0,335 0,433
40 0,207 0,264 0,313 0,405
45 0,194 0,248 0,294 0,382
50 0,184 0,235 0,279 0,363
55 0,175 0,224 0,266 0,346
60 0,168 0,214 0,255 0,331
70 0,155 0,198 0,235 0,307
80 0,145 0,185 0,220 0,287
90 0,136 0,174 0,207 0,271
100 0,129 0,165 0,197 0,257
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Priloha 3: Kritické hodnoty Studentova t rozdéleni

df Hladina vyznamnosti a - oboustranna alternativa
0,20 0,10 0,05 0,01
1 3,078 6,314 12,710 63,660
2 1,886 2,920 4,303 9,925
3 1,638 2,353 3,182 5,841
4 1,533 2,132 2,776 4,604
5 1,476 2,015 2,571 4,032
6 1,440 1,943 2,447 3,707
7 1,415 1,895 2,365 3,499
8 1,397 1,860 2,306 3,355
9 1,383 1,833 2,262 3,250
10 1,372 1,812 2,228 3,169
11 1,363 1,796 2,201 3,106
12 1,356 1,782 2,179 3,055
13 1,350 1,771 2,160 3,012
14 1,345 1,761 2,145 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,947
16 1,337 1,746 2,120 2,921
17 1,333 1,740 2,110 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,878
19 1,328 1,729 2,093 2,861
20 1,325 1,725 2,086 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,797
25 1,316 1,708 2,060 2,787
26 1,315 1,706 2,056 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,771
28 1,313 1,701 2,048 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,750
40 1,303 1,684 2,021 2,705
50 1,299 1,676 2,009 2,378
60 1,296 1,671 2,000 2,660
70 1,294 1,667 1,994 2,648
80 1,292 1,664 1,990 2,639
90 1,291 1,662 1,987 2,632
100 1,290 1,660 1,984 2,626
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